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LANGEN, FLACHEN UND VOLUMINA
Flicheninhalte

Wir haben schon oft gesehen, dass der
Flacheninhalt, der von einem Graphen und der
x-Achse (zwischen z = a und = = b) begrenzt
wird, mit Hilfe eines geeigneten Integrals be-
rechnet werden kann. Die Definition des be-
stimmten Integrals ist ja so, dass fiir eine zwi-
schen x = a und * = b positive Funktion
f(z) gerade der Inhalt des Fléchenstiicks zwi-
schen Graph und z-Achse entsteht. Aber wir
halten uns einmal mehr vor Augen, dass es falsch
wére zu sagen, ein bestimmtes Integral sei im-
mer der zwischen Graph und z-Achse gebildete
Flacheninhalt. Wir miissen das Integral viel all-
gemeiner sehen, und dazu ist es immer wieder
heilsam, sich Beispiele wie die Wegstrecke, das
Kugelvolumen, die Pumpleistung oder die Rohr-
durchflussmenge in Erinnerung zu rufen.

Hier wollen wir uns noch einmal der hiufigen,
aber bei weitem nicht wichtigsten Anwendung
des bestimmten Integrals widmen, ndmlich der
Inhaltsberechnung von Flachen, die von Funk-
tionsgraphen und der z-Achse gebildet werden.
Da die Theorie dazu schon voéllig bekannt ist,
gehen wir sofort zu Beispielen {iber.

Beispiel 1

/

Berechnen Sie den Inhalt der Fléiche, die gebil-
det wird von den Graphen der Funktionen f und

e

g mit f(x) =e”, g(z) = —e-x + 2e, der z-Achse
und der y-Achse. Die beiden Graphen schneiden
sich offenbar an der Stelle x = 1. Zudem hat die
lineare Funktion die Nullstelle 2. Wir kénnen
den gesuchten Fliacheninhalt also mit Hilfe von
zwei Integralen finden:

1 2
A:/exdx+/ —e-x + 2edx
0 1

1 e 2
+ <$2 + 2e - a:)
0 2 1

= (el—eo)—i— (—2e+4e—_26—26>

Beispiel 2

Berechnen Sie den Inhalt der Fléche, die von den
Graphen von f(z) = —2%+5 und g(z) = 0.50+2
begrenzt wird:

Wir miissen zuerst die Schnittpunkte der bei-
den Graphen ausfindig machen. Indem man die
Gleichung f(z) = g(z) 16st, findet man x; = —2
und x5 = 1.5. Nun bestimmen wir den gesuch-
ten Flacheninhalt durch Subtraktion von zwei
Integralen:
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1 1.5
= —§x3 — 4362 + 3z ,
_ 343
48

Aufgaben dieser Art sind nicht sonderlich
schwer. Interessant konnte aber doch sein zu
erleben, wie miihelos man nun Inhalte von
Fldchen berechnen kann, die mindestens teilwei-
se krummlinige Berandungen haben. Denken Sie
daran, wie viel Miihe allein der Kreis den anti-
ken Forschern machte und wie sie sich raffinierte
Ausschopfungsmethoden (Exhaustionen) einfal-
len lassen mussten, um solchen Flicheninhalten
Herr zu werden.

Flachen unter Kurven konnen auch da-
zu benutzt werden, komplizierte Summen ab-
zuschétzen. Nehmen wir einmal an, wir m6chten
wissen, wie gross die Zahl

) DL S
izli_l 2 3 7 n

fiir konkrete n > 1 etwa ist. Die Berechnung
der Summe ist mithsam, aber wir kénnen dank
etwas Integralrechnung leicht herausfinden, wie
gross der Wert der Summe ungefihr ist. Hier
erfahren Sie alle Details:

2.5A

1.5 1

0.5 1

. . . I
—0.5 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
705 4

Im Graphen der Funktion 1/z erkennt man
leicht (Untersumme), dass

1 1 1 /”1
-+ <[ —dz
2 n 1 T

w

ist. Hinzufiigen des fehlenden ersten Summan-
den 1 und Berechnung des Integrals fithren auf:

1 1 1 1 "1

st -<l4 [ —da

1 2 3 n 1
ZID(CL‘)HLJrl (%)
=In(n) + 1.

In einer leicht variierten Skizze erkennt man so-
fort (Obersumme), dass

1 "1
+ -+ > —dx
n—1 1 x

DN |

L
1
gilt:

2.5A

1.5 1

0.5 1
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Hinzufiigen des fehlenden letzten Summanden
1/n und Berechnen des Integrals fithren auf:

1 1 1 1 "1 1
—+-+..F+—F+—> —dz+ —
1 2 n—1 n 1 n
"ol
=In(z)| +— ()
. on
1
=1 —.
n(n)-i—n

Setzt man (ED und @ zusammen, so ergibt sich
eine iiberaus interessante Abschitzung:

1 1
ln(n)+n<;i<ln(n)+1.

Addiert man zum Beispiel die ersten 1000000
Stammbriiche, so landet man gemiss dieser

Abschéitzung bei einer Summe zwischen 13.8
und 14.82.

Lange eines Kurvenstiicks

A

Zo

e

Ein weiteres Problem soll hier kurz zur Spra-
che kommen: Wie berechnet man die Linge ei-
nes endlichen Kurvenstiicks, wenn es sich bei der
Kurve um den Graphen einer gegebenen Funk-
tion handelt?

Wir kénnen die Kurve natiirlich durch einen
Streckenzug approximieren, indem wir das In-
tervall in n gleiche Teilintervalle der Lénge Ax
unterteilen wie in der Abbildung gezeigt. Die i-
te Strecke hat dann die Lénge

N =\ (F @i1) = £ (2)° + (Aa)”

_ \/(f(xmi;f(%))QJrl ™

Die Kurvenlinge erhalten wir dann durch
Aufaddieren der Lingen aller Strecken sowie
Grenziibergang n — co:

n—1
n—00
=0

s \/<f(w”1i_f(xi)>2+1 Az

n—00 x

0
b
= / (f'(x))* + 1daz.

Volumina von Rotationskérpern

Zahlreiche Korper sind rotationssymmetrisch,
das heisst, es gibt eine Achse, so dass der ganze
Korper um diese Achse gedreht werden kann,
ohne dass er seine Form &ndert. Die Abbil-
dung zeigt einen solchen Korper, und es ist klar,
dass wenn man eine vertikale Achse durch den
»,oudpol®“ und den ,,Nordpol“ legt, der Korper
beziiglich dieser Achse drehsymmetrisch ist. Zu-
dem ist dies die einzige solche Achse. Koérper mit
dieser Eigenschaft heissen Rotationskdrper.
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NS

Wir kénnen uns weiter vorstellen, dass dieser
Korper entstanden ist, indem der Graph einer
geeigneten Funktion um die x-Achse rotiert ist.
Dazu muss dann allerdings diese Funktion be-
kannt sein, das heisst, wir miissen in der Lage
sein, eine Funktion anzugeben, deren Graph ex-
akt der #usseren Begrenzungslinie des (um 90°
gekippten) Korpers folgt. Weitere Beispiele von
Rotationskorpern sind etwa die Kugel, der gera-
de Kreiszylinder, der gerade Kreiskegel, der To-

rus, und so weiter.

e

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Formel zu fin-
den, die zu jedem solchen Rotationskorper das
Volumen berechnet, vorausgesetzt, man kennt
die Funktion, die die #ussere Begrenzungsli-
nie beschreibt. Wenn nun also f(x) irgendeine
Funktion ist, die zwischen x = @ und z = b um
die z-Achse rotiert und so einen Rotationskorper
erzeugt, welche Formel liefert dann das Volumen
des Korpers?

Nun, ganz einfach: Wir unterteilen das Inter-
vall von xg = a bis x,, = b in n Teilinterval-
le der Liange Az und denken uns das Volumen
des Rotationskorpers approximiert durch n ganz
diinne zylindrische Scheiben. Die i-te Scheibe (in
der Skizze farblich herausgehoben) hat dann das
Volumen V; = - (f (;))*- Az. Addiert man all
diese Scheibenvolumina und fiihrt einen Grenz-
wertprozess fir Az — 0 (respektive n — o00)
durch, so erhélt man das exakte Volumen des

Rotationskorpers:
n—1
V=l (Z” (f (@:))* - Aw)
, =0
— [(m @) e
b
- [ (@) o

Auf diese Weise kann man leicht und elegant
die folgenden Volumenformeln (und viele weite-

re) herleiten:

Fiir einen geraden Kreiszylinder gilt

V=mn-r>h
Fiir einen geraden Kreiskegel gilt
1
V= §7r1“2 - h.

Fiir einen geraden Kegelstumpf gilt

V:%h(r%—i-r%—i-rlrg).
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Fiir eine Kugel gilt

4
_ jrzs
3

Fiir ein Kugelsegment gilt:

1
V= ng"’ (3r — H).

Wir zeigen das gleich anhand des Beispiels des
Kreiskegels:

A\

Als Rotationskorper wird der gerade Kreiske-
gel offenbar erzeugt durch einen Ausschnitt aus
dem Graphen von

f:xb—>%a:.

Wir benutzen also obige Formel mit dieser Funk-
tion sowie den Integrationsgrenzen a = 0 und

W
o
b = h. Und wir erhalten, wie erwartet:

V:ﬂ-/oh(}:-x)Zdw

—7T-ZZ 0h$2d1‘
DLy
.
:W'ﬁ'§h3
:éw'r2-h.

Perkeo war ein Hofzwerg im Schloss von Hei-
delberg. Zuerst war er als Kuriositit zur Be-
lustigung des Fiirsten und des Hofstaates an-
gestellt worden. Spéter war er dann Kellermei-
ster, dessen Aufgabe unter anderem darin be-
stand, auf das grosse Fass von Heidelberg, das
grosste Weinfass der Welt achtzugeben. Perkeo
muss ein enormer Siufer gewesen sein. Sein Na-
me entstand, weil er auf die Frage, ob er noch
ein Glas trinken wolle, stets geantwortet haben
soll: ,,perché no?*“ (Warum nicht?). Offenbar war
Wein das einzige Getrink, das er zu sich nahm,
schon als Kind soll er regelméssig Wein konsu-
miert haben. Trotzdem wurde Perkeo erst im
achten Lebensjahrzehnt zum ersten Mal krank.
Ein Arzt riet ihm dringend, auf Wein zu ver-
zichten und stattdessen Wasser zu trinken. Trotz
grosser Skepsis und Furcht nahm Perkeo diesen
Rat an und verstarb am folgenden Tag.

Das war der Zwerg Perkeo Im Heidelberger
Schloss, An Wuchse klein und winzig, An
Durste m’esengmssﬂ

Das grosse Fass von Heidelberg ist 8 Meter lang.
In der Mitte hat es einen Durchmesser von 6 Me-
tern, und die beiden kreisformigen Seitenflichen

L Aus einem Lied von Victor von Scheffel.
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Abbildung 1: Perkeo

haben einen Durchmesser von 5 Metern. Kénnen
Sie aus diesen Angaben berechnen, wie viele Li-
ter Wein das Fass ungefihr fasst?

Nun ja, ganz genau konnen wir das aus die-
sen Angaben nicht berechnen. Aber wir kénnen
immerhin eine gute Abschitzung vornehmen, in-
dem wir das Fass als Rotationskorper auffassen,
welcher durch einen Ausschnitt aus einer Pa-
rabel gebildet wird. Als Ansatz wéhlen wir die
nach unten offene Parabel

pix— —a-x?+ 3, a > 0.

Damit ist der Durchmesser von 6 Metern sicher-
gestellt. Da die kreisformigen Seitenteile einen
Durchmesser von 5m haben sollen, muss gelten
p(4) = 2.5, woraus a = 1/32 folgt. Also soll uns
die Funktion

]. 2
r= —— 43
p:x 5 x

e

als Modell dienen. Fiir das Fassvolumen gilt nun

etwa:
4 1 ) 2
=2-7- - dz.
Vv T /0 < 3233 +3> T

Berechnet man das Integral, so findet man
ein Volumen von angenihert 202m?, also etwa
202000 Litern. Prost!

,Gabriel’s Horn“ wird derjenige Korper ge-
nannt, der durch Rotation des Graphen von
y(z) = 1/x zwischen x = 1 und & = oo um die
x-Achse entsteht. Tatséchlich dhnelt der Korper
der Fanfare, in die der Erzengel Gabriel geblasen
haben muss. Was ist dessen Volumen?

Hier sind wir gleich mit zwei Problemen kon-
frontiert: Zunédchst miissen wir in Erfahrung
bringen, wie wohl ein bestimmtes Integral be-
rechnet werden kann, wenn die obere Grenze
oo (oder die untere —oo) ist. Solche Integra-
le heissen uneigentliche Integrale. Danach muss
das Volumen gefunden werden.

Nun, wir machen das in ganz naheliegender
Weise. Wir berechnen einfach das Volumen des
Rotationskorpers zwischen * = 1 und =z = b
fiir ein endliches b und lassen danach b gegen
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Unendlich streben. Also:
b 1 2
V = lim <7T/ <> da:)
b—o0 1 x

= ( (=) )
= jim (7 (=5 +1)) =

Wir sehen also, das Volumen des unendlich lan-
gen Horns ist endlich und zwar exakt gleich .
Fine interessante zusétzliche Wendung erfihrt
dieses Problem, wenn man die Oberfliche des
Korpers ausrechnet - ebenfalls mit Integralrech-
nung. Dann nédmlich erh&lt man einen unendlich
grossen Wert. Dies ist als ,,Paradoxon von Ga-
briel’s horn“ bekannt geworden. Wie kann ein
Korper unendliche Oberfliche haben, wenn das
Volumen doch endlich gross ist und somit gut 3
Liter Farbe ausreichen, um das Horn zu fiillen
und damit auch von innen ,anzustreichen“!?
Wer sich von diesem scheinbaren Widerspruch
angesprochen fiihlt, soll versuchen, die Parado-
xie aufzultsen ...




