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FOLGEN UND REIHEN

Welche Zahl kommt als
niachstes?

Manchmal findet man in IQ-Tests oder auf
Rétselseiten von Zeitschriften Fragen der folgen-
den Art:

Welche Zahl kommt als néchstes?
a) 3,9,5,15,11,33,...

b) 1,2,4,7,11,16,...

c) 15,9,27,20,60,52,...

d) 9,12,18,30,54,104, ...

e) 14,16,13,52,57,51, ...

f) 1,2,4,8,16,32,...

g) 7,11,15,19,23,27,...

Zunéchst einmal muss betont werden, dass man
diese Frage gar nicht eindeutig beantworten
kann. Kennt man nur die ersten paar Zahlen ei-
ner Folge, so kann man sich mehrere mehr oder
weniger komplizierte Bildungsgesetze einfallen
lassen, die genau diese Zahlen in dieser Reihen-
folge erzeugen. Immerhin ist es meist so, dass
ein Bildungsgesetz besonders einfach und damit
naheliegend ist - und genau dieses ist auch mei-
stens gesucht.

In diesem Text geht es darum, dass wir genau
verstehen, was eine Folge und was eine Reihe ist
und dass wir besonders hiufige Bildungsmuster
kennenlernen und auch mit den jeweiligen Fach-
begriffen ausstatten kénnen.

S
Was ist eine Folge

Die Beispiele a) - h) zeigen Anfinge von so-
genannten Folgen. Eine Folge ist - salopp ge-
sagt - eine Anordnung von Zahlen, in der es
nach einer bestimmten Regel oder Formel eine
erste, zweite, dritte,...Zahl gibt. Die Symbolik
(@n)nen., bedeutet, dass eine Folge namens a
vorliegt und dass diese der Reihe nach aus den
Gliedern a1, a9, as, aq, . .. besteht. Das beliebige
(n-te) Glied wird mit a,, bezeichnet, wobei der
Index n die Nummer des Gliedes in der Folge
bezeichnet. Freilich kann die Folge auch mit an-
deren Buchstaben als a bezeichnet werden.

Wie immer bei mathematischen Definitionen
muss man ganz prézise sein. Darum geben wir
eine zweite Charakterisierung an, die nicht so
schwammige Ausdriicke wie ,,Anordnung*, ,,Re-
gel“, usw. enthélt:

Definition:

Eine (reelle) Folge a ist eine Funktion a :
Nsog — R, unter der jedem Inder n € Nsg
eine reelle Zahl a,, = a(n) € R zugeordnet
wird.

Wie sieht das bei den Beispielen a) - h) aus?
Greifen wir ein paar einfache Beispiele heraus:

Bei f) liegt der Folge wahrscheinlich (aber
eben: nicht sicher!) das Bildungsgesetz a, =
271 zugrunde. Jedenfalls stimmt das fiir alle
angezeigten Werte. Bei g) liegt der Folge wahr-
scheinlich das Bildungsgesetz a,, = 7+ (n — 1) -
4 = 4n + 3 zugrunde. Bei h) kommen wir kaum
ohne Fallunterscheidung aus:

_ 1 falls n ungerade,
An = ] falls n gerade.
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Da eine Folge einfach eine spezielle Funktion ist,
konnen wir alles je iiber Funktionen Gelernte auf
Folgen iibertragen. Beispielsweise zeigt g) eine
lineare Funktion, was noch viel deutlicher wird,
wenn wir die beiden Schreibweisen untereinan-
der stellen:

Folge : an =4n+3
Funktion : f(z) =4z + 3.

Wéhrend wir den Input der Funktion
iiblicherweise aus der Menge der reellen Zahlen
schopfen, sind als Argumente bei der Folge
freilich nur die natiirlichen Zahlen 1,2.3,...
erlaubt. Das bedeutet, dass der Graph der
Folge nur aus einzelnen Punkten besteht, die
natiirlich auf der Geraden liegen, welche wir als
Graph der reellen Funktion erhalten wiirden:
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Beispiel f) liegt eine Exponentialfunktion zu-
grunde:

Folge: an=2""1=05-2"
Funktion: f(z)=0.5-27
Wiederum besteht der Graph der Folge nur aus

einzelnen Punkten auf der Kurve einer reellen
Exponentialfunktion:
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Man kann also durchaus sagen, dass eine Folge
die ihr zugrundeliegende Funktion abtastet.

Grosse Bekanntheit hat die Folge a,, = 2"~}
auch im Zusammenhang mit der Schachbrett-
Sage erreicht. Dort soll ja das erste Feld eines
Schachbrettes mit einem Reiskorn, das zweite
Feld mit zwei Reiskornern, das dritte mit vier
Koérnern, das vierte mit acht Koérnern usw. be-
legt werden — also genau gemaéss obiger Folge.

Abbildung 1: Reis auf Schachbrett

Das Beispiel demonstriert eindriicklich das
ungeheure Wachstum einer Exponentialfunkti-
on, denn es wiirde in der Tat alles Reis auf un-
serem Planeten nicht ausreichen, um das Brett
in diesem Sinne mit Reis zu fiillen.
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Explizit oder rekursiv?

Wie gibt man eine Folge iiblicherweise an? Eine
erste (noch wenig befriedigende) Art besteht wie
in den Beispielen a) - h) darin, die ersten paar
Glieder aufzuzihlen. Das eignet sich besonders
dann, wenn man die Regel (noch) nicht weiss.

Wer die zugehorige Regel kennt, kann manch-
mal eine Formel fiir das n-te Glied angeben:
a, = Formel in n. Dies nennt man dann die
erplizite Angabe einer Folge. Solche expliziten
Formeln haben wir oben schon kennengelernt:

an =2""1

an =4n+ 3

0, — { nl , falls n ungerade
el , falls n gerade.

Oft ist die Regel so, dass man nicht direkt in der
Lage ist, eine Formel fiir ein beliebiges Folge-
glied zu nennen. Vielmehr kennen wir vielleicht
eine Regel, die uns von einem Glied zum jeweils
néichsten ,tragt“. Dann kann man die Folge re-
kursiv angeben. Dazu muss man das erste Glied
a1 kennen sowie eine Regel, wie aus irgendeinem
Glied auf das jeweils néchste geschlossen werden
kann. Also:

ai=... und apy1 = Formel in ay,

Das wollen wir gleich anhand von zwei Beispie-
len illustrieren:

Angenommen, wir erhalten die folgende Infor-
mation iiber eine bestimmte Folge:

ap=1 und apy1 = n+1)-ay, Vn > 1.

Wir kennen also das erste Glied: 1. Falls wir aber
etwa das 999. Glied bestimmen méchten, stehen
wir vor dem Problem, dass die Formel nur diese
Auskunft gibt:

aggg = 999 - ags.

e

Wir miissten also das 998. Glied kennen, um
das 999. Glied zu bestimmen. Um aber das 998.
Glied zu finden, miissen wir das 997. Glied ken-

nen, denn nach derselben Formel gilt ja auch:
aggs = 998 - agg7

und so weiter. Wir miissten also, wollten wir
das 999. Glied bestimmen, ,,zuriickrennen“ bis
an den Anfang der Folge. ,,Zuriickrennen “ heisst
auf Lateinisch ,recurrere®, und darum ist das
auch eine Rekursionsformel. Sie sagt uns nur,
wie man aus irgendeinem Glied auf das jeweils
nichste schliessen kann, aber sie erlaubt uns
nicht, direkt auf ein bestimmtes Glied zuzugrei-
fen.

Es steht ausser Frage, dass uns eine explizi-
te Formel lieber wire als eine rekursive, aber
manchmal ist es eben nicht einfach, eine solche
zu finden. In diesem Beispiel immerhin ist es
ganz einfach. Das merkt man, wenn man die er-
sten paar Glieder geméss der Rekursionsformel
erzeugt:

a1 =1
aa=2-a1=2-1
ag=3-a0=3-2-1
ag=4-a3=4-3-2-1.

Offenbar liefert unsere Rekursionsformel einfach
nur die Fakultit: a, = n!l.

Fiir unser zweites Beispiel denken wir uns,
dass wir mit der kleinen Schwester ein Spiel na-
mens ,,Hopse“ spielen. Wir haben vier Kreise
in den Sand gemalt, Kreis 1 ist ,Start“, Kreis
4 ist ,Ziel“. Das Mé&dchen soll das Ziel mit ei-
nem Hiipfer erreichen, dann mit drei Hiipfern,
dann mit fiinf, dann mit sieben, usw. Dabei darf
sie geméss Pfeilrichtung in benachbarte Krei-
se beliebig hiipfen, im Zielkreis ist jedoch stets
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Schluss. Wir zéhlen, wie viele Moglichkeiten sie
jeweils hat: Fiir drei Hiipfer gibt es z.B. zwei
Moglichkeiten (1-2-1-Ziel und 1-2-3-Ziel), fiir
fiinf Hiipfer gibt es vier Moglichkeiten. Wie vie-
le Moglichkeiten gibt es fiir elf Hiipfer? Sei H,
die Anzahl Moglichkeiten bei n Hiipfern. Finden
wir eine Formel fiir (H,,)?

44—

Nun, zunéchst ist klar, dass H,, = 0 sein muss
fiir alle geraden Zahlen n. Denken wir uns also
nun eine ungerade Zahl n: Wenn wir nach ge-
nau n > 3 Hiipfern auf Feld 4 ankommen sollen,
miissen wir zwingend nach n — 2 Hiipfern auf
Feld 2 sein. Von dort aus haben wir genau zwei
Moglichkeiten, das Ziel in zwei weiteren Schrit-
ten zu erreichen, ndmlich via Feld 1 oder via
Feld 3. Fiir ein ungerades n gilt daher:

H,=2 -H, ».
Zusammen mit der Information H; = 1 und
Hs = 2 haben wir somit eine Rekursionsformel:
H, =
H; =2

falls n > 3 ungerade,
0 falls n gerade.

e

Auch in diesem Fall haben wir Gliick, weil es
ziemlich einfach ist, eine explizite Formel anzu-
geben:

n—1
o5t
H, = { 20

Ein weiteres schones Beispiel einer rekursiven
Folge ist etwa im Lucas-Lehmer-Test enthalten.
Riesige Primzahlen, von denen man ab und zu
im Zusammenhang mit Primzahlrekorden hort,
sind oftmals von der Form 2™ — 1. Wie kann man
effizient testen, ob eine solche Zahl prim ist oder
nicht?

falls n > 1 ungerade,
falls n gerade.

Dazu benutzt man meist den folgenden Satz
von F. Lucas (1842 - 1891) und D. N. Lehmer
(1867 - 1938):

Satz:
Sei p > 2 eine Primzahl. Dann gilt:

2P — 1 ist prim & 2P — l}Sp_l,

wobei die Folge (Sy)n>1 rekursiv so definiert
ist: S1 := 4 und Sp41 := S? — 2,¥n € Ng.

Mathematik in Reimen

Friedrich Wille veroffentlichte in seinem wun-
derschénen Buch ,,Humor in der Mathematik“
folgendes Gedicht iiber Folgen:

Will man Mathematik betreiben,
muss man gelegentlich was schreiben;
wir schreiben daher zu Beginn
uns eine paar schlichte Zahlen hin:

172737457
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Wie rechts es immer weiter geht,
sich sicherlich von selbst versteht:
Ein Sechstel steht an sechster Stell,
an siebter dann ein Siebentel,

und was nun niemand mehr verwundert:
ein Hundertstel steht an Platz hundert.

Kurzum, an n-ter Position,
das wissen wir jetzt alle schon,
muss stets die Zahl ein n-tel steh'n,

Wie schon, wie schon, wie schén, wie schon.

Das, was soeben hier beschrieben,
wo ihr gefolgt seid mir, ihr Lieben,
wird eine Folge kurz genannt,
von Bayern bis zur Waterkant.

Auch bei den néchsten Folgen hier

reicht wieder rechts nicht das Papier:

1111
27487167
2,4,6,8, ...

~1,1,-1,1,-1,1,-1,1,...
2 4 6

1,-,1,-,1,-,1,...
35 7

(Man fiig an jeder, wenn man kann,

zum Spass sechs weit’'re Zahlen an.)

Ganz allgemein schreibt Folgen man
in folgender Gestalt gern an:

a1,0a2,a3,...,0n, ...

wobei man gleich Papier einspart.
Die Folgen (1) bis (4) erhalten
auf diese Weise die Gestalten:

(2):(55) - Convtc-am,

derweil die fiinfte Folge man
z.B. so beschreiben kann:

_ 1 falls n ungerade,
=1 o falls n gerade.

e

Wie ich eine Folge mal‘
ist letzten Endes ganz egal,
sofern man nur dabei begreift,
wie diese lauft und lduft und lauft,
d.h. wie jedem n dabei
ein a,, zugeordnet sei.

Das n durchlauft vergniigt und heiter
dabei die ganze Zahlenleiter
1,2,3,4,5,... und so weiter,

Nun sind wir schon ein Stiick gescheiter.

Reihen

Was ist eine Reihe?

Betrachten wir etwa die Folge
1,3,5,7,9,11,... gemiss der expliziten Formel
an = 2n — 1. Die Reihe zu dieser Folge entsteht
dadurch, dass man die Glieder der Folge schritt-
weise aufaddiert. So wére etwa 1 das erste Glied
der Reihe, 143 = 4 das zweite Glied der Reihe,
1+3+4+5 =9 das dritte Glied der Reihe und
so weiter. Bezeichnen wir die Glieder der Reihe

mit s1, S9, 83, ..., SO wire also
81:1
so=1+3
83:1+3+5

$4=1434+5+7

Definition:
Sei (an)nens, eine beliebige Folge. Die zu-
gehorige Reihe ist die Folge s1,S2,83,...
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wobes

S1 = ay
So = aj + a9

Sz :=aj + a2 + as

n
Spi=a1+azx+...+a, = E a;
i=1

Den Term s, nennt man auch n-te Par-
tialsumme. Offenbar ist eine Reihe immer
auch eine Folge, ndmlich die Folge der Par-
tialsummen der zugrundeliegenden Folge.

Arithmetische Folgen und Rei-
hen

Der wohl einfachste Typ einer Folge ist die soge-
nannte arithmetische Folge. Bei einer solchen ist
die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glie-
der immer konstant. Genauer:

Definition:
Gilt fir eine Folge (an)nens,, dass d :=
Gn41 — Gn konstant ist fir alle n € Nsg, so
heisst die Folge arithmetisch, und d heisst
Differenz.

Unser Eingangsbeispiel g) war arithmetisch
mit Differenz d = 4. Die Bezeichnung ,,arith-
metisch*“ kommt daher, dass bei einer solchen
Folge jedes Glied das arithmetische Mittel sei-

e—
o

ner beiden Nachbarglieder ist:

An—1 + Ap+41 (_ (an - d) + (an + d))

fin = 2 2
Natiirlich nennt man die Reihe einer solchen Fol-
ge arithmetische Reihe. Sowohl fiir die arithme-
tische Folge als auch ihre Reihe existieren ganz
einfache Formeln: Kennt man etwa a1 und d, so
kann man damit jedes beliebige Glied berech-
nen. Um etwa das 17. Glied zu bestimmen, muss
man die Differenz ja sechszehn Mal zum ersten
Glied addieren. Allgemein: a,, = a3+ (n—1)-d.

Ebenso leicht kann man die n-te Partialsum-
me berechnen: Wegen

Sp=a1 +azx+...+ay
und auch
Sp =ap +an—1+...+ay,
folgt durch Addition beider Gleichungen:
2sp = (a1 + an) + (a2 + ap—1) + -+ + (an + a1).
Da aber jede Klammer den Wert (a; + a,,) hat,
folgt:

n
2sp=n-(a1+a,) < sn:§(a1+an).

Dahinter steckt die einfache und wohlbekann-
te Idee, dass man die n-te Partialsumme einer
arithmetischen Folge am einfachsten so bildet,
dass man zuerst das erste und letzte Glied, dann
das zweite und zweitletzte Glied, dann das drit-
te und drittletzte Glied usw. addiert, weil man
auf diese Weise immer gleich viel bekommt.

MERKE:

Fiir eine arithmetische Folge (ay,)nen., mit der
Differenz d gilt:

ap=a1+(n—-1)-d
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und
7 n
Sn =5 (a1 + ap).

Ein ziemlich sensationelles Beispiel zu arith-
metischen Folgen findet man in einem Satz, den
Terence Tao und Ben Green im Jahr 2004 bewie-
sen haben: In der Abfolge aller Primzahlen exi-
stieren Ausschnitte arithmetischer Folgen von
beliebiger Linge. Was heisst das genau? Nun,
zum Beispiel ist 3,5,7 ein Ausschnitt aus ei-
ner arithmetischen Folge mit Differenz 2. Diese
Teilfolge besteht aus lauter Primzahlen und hat
Lénge 3.

Viel weniger offensichtlich: Die folgenden zehn
Zahlen sind ebenfalls alle prim, und sie bil-
den einen Ausschnitt einer arithmetischen Folge
mit Differenz 210: 199, 409, 619, 829, 1039, 1249,
1459, 1669, 1879, 2089. Das Sensationelle an dem
Satz von Tao und Green ist nun, dass sie bewei-
sen konnen, dass es beliebig lange Folgen von
Primzahlen geben muss, die arithmetisch ange-
ordnet sind. Die léangste heute bekannte Folge
besteht aus 26 Primzahlen.

Geometrische Folgen und Rei-
hen

Waéhrend bei arithmetischen Folgen die Diffe-
renz aufeinanderfolgender Folgeglieder konstant
ist, trifft dies bei den sogenannten geometrischen
Folgen fiir den Quotienten zu. Genauer:

Definition:
Gilt fir eine Folge (an)nens,, dass

Gn41
an

e

konstant ist Yn € Nsg, so heisst die Folge
geometrisch, und q heisst Quotient.

Unser Eingangsbeispiel f) ist offenbar geo-
metrisch mit Quotienten ¢ = 2. Ebenso bil-
den die einzelnen Tonfrequenzen einer chroma-
tischen Tonleiter eine geometrische Folge. Der
Name ,,geometrisch “ rithrt daher, dass bei einer
solchen Folge jedes Glied das geometrische Mit-
tel seiner beiden Nachbarglieder ist:

Qnp
Un = /0n—1 " An41 | = ?'an'q .

Es ist also ¢ derjenige Faktor, den man anwen-
den muss, um von irgendeinem Glied der Fol-
ge zum jeweils néchsten zu gelangen. Auch hier
konnen wir ganz einfache Formeln herleiten, die
uns beim rechnerischen Umgang mit geometri-
schen Folgen und Reihen stark behilflich sind:

Angenommen, wir wissen, dass wir es mit ei-
ner geometrischen Folge zu tun haben und wir
kennen das erste Glied a1 und auch den Quotien-
ten ¢q. Wie kénnen wir jedes beliebige Glied die-
ser Folge bestimmen? Nun, ganz einfach, zu dem
n-ten Glied der Folge gelangt man natiirlich, in-
dem man zu a; genau n — 1 mal den Quotienten
multipliziert: a, = a; - ¢" 1.

Und wie konnen wir die n-te Partialsumme
einer geometrischen Folge berechnen? Aus
Sp=a1 +az+asz+...+an—1+ an
=g 4a-q+a-@+... (%)
+ay - qn—2 +ay - qn—l
folgt durch Multiplikation mit ¢:
¢ Sp=a1-q+ar-¢*+a-¢+...
+ar-¢" " 4arq"

(%)
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Subtrahieren wir nun von (ED, so ergibt sich:
(1-¢q)-spn=a1—a1-q"

Fiir ein ¢ # 1 konnen wir nach s, auflésen und
erhalten:

MERKE:

Fiir eine geometrische Folge (ay)nen., mit dem
Quotienten ¢ gilt:

an = a .qnfl
Und, falls g # 1 ist:
1 — g™
Sp = a1 1
l—q

Die franzosische Grifin Elisabeth-Angélique
de Beautéville verwitwete im zarten Alter von
20 Jahren. Ihr Gatte hatte sie sehr geliebt und
ihr folgendes Testament hinterlassen: Im er-
sten Jahr nach seinem Tod wird der Witwe 1
Goldstiick ausbezahlt, und in jedem folgenden
Jahr verdoppelt sich diese Summe, aber nur un-
ter der Bedingung, dass die Gréfin nicht wie-
der heiratet. Die Grifin wurde uralt; sie lebte
noch 69 Jahre, ohne wieder zu heiraten. Wie vie-
le Goldstiicke hétte sie also insgesamt erhalten
miissen? Und warum konnte das aber nicht klap-
pen?

Nun, wenn diese Geschichte wahr wire, dann
hitte die Anzahl Goldstiicke a,, n Jahre nach
dem Hinschied des geliebten Gatten, eine geo-
metrische Folge mit a; = 1 und ¢ = 2 bilden
miissen. Die 69. Partialsumme wire dann

1-2% 6
1-2

-1

569:1'

e

Diese Summe hétte niemals aufgebracht werden
konnen, und wenn der Verstorbene noch so reich
gewesen ware.

Wie viele Glieder der geometrischen Folge
1,4/2,2,... miissen mindestens addiert werden,
um die Summe 1000 zu iibersteigen? Hier ist
g = V2, und es ist gefragt, fiir welches n erst-

mals
. 1—v2"
1-v2

gilt? Lost man diese Ungleichung, so findet man
n = 18.

> 1000

Beim Durchgang durch eine Glasplatte ver-
liert ein Lichtstrahl durch Reflexion an den
Grenzflaichen und durch Inhomogenitéit des Ma-
terials ca. 12% seiner urspriinglichen Lichtstéirke
Ly. Welche Lichtstirke hat der Strahl nach
Durchdringen von n solchen Glasplatten? Nun,
wenn wir mit (L,) die Folge der Lichtstidrken
nach Durchdringen von n Platten bezeichnen,
dann liegt offenbar eine geometrische Folge mit
Quotient ¢ = 0.88 vor. Es ist dann also

L, = Ly-0.88".

Beachten Sie, dass der Exponent hier n und
nicht n — 1 heissen muss, da ein Verlust schon in
der ersten Platte eintritt.

Betrachten wir zum Schluss die folgende Ab-
bildung:

<> Usw.

Welche Erkenntnis kénnte hier bildlich darge-
stellt sein?
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Es liegt nahe, die Inhalte der aufeinanderfol-
genden gefdrbten Gebiete als Folge zu betrach-
ten. Nehmen wir vereinfachend an, die zugrund-
liegende Figur sei ein Quadrat mit Seitenléinge
1, und es bezeichne g, den Inhalt des gefiarbten
Gebietes in der n-ten Abbildung. Dann ist g
natiirlich eine geometrische Folge mit gy = 0.5
und ¢ = 0.5. Aufgrund unserer Uberlegungen
weiter oben kdonnen wir dann zum Beispiel den
Inhalt des gefirbten Gebietes in der n-ten Ab-
bildung berechnen:

gn = 0.5-0.5""1 = 0.5

Freilich konnen wir auch alle gefirbten Gebiete
der ersten n Abbildungen ,,zusammenlegen “ und
deren Gesamtflache berechnen:
1-0.5" n

sp=10.5- 105 =1-0.5".
Was fillt dabei auf? Offenbar - und das er-
schliesst sich ja auch unmittelbar aus den Abbil-
dungen - ist eine solche Partialsumme nie gleich
1, sondern immer ein wenig kleiner. Es ist aber
auch klar, dass s, ,,von unten her gegen 1 hin-
streben* wird, wenn wir n immer grosser wer-
den lassen, weil wir das Quadrat mehr und mehr
ausschopfen. Man kénnte also salopp sagen, dass
man exakt 1 erhélt, wenn man alle unendlich
vielen Glieder der Folge g aufaddiert:

0.5+052+0534+05+...=1
OO .
& 20.51 —1.
=1

Es ist also tatsdchlich so, dass man einen end-
lichen Gesamtwert bekommen kann, wenn man
unendlich viele Glieder einer Folge aufsummiert
- eine Situation, die durch Alltagserfahrungen
eher nicht gestiitzt wird, die aber deswegen nicht
weniger real ist.

e

Eigentlich sind wir damit mitten in sogenann-
ten Grenzwertiiberlegungen, einem Thema, dem
der néchste Text in der Folge all dieser Texte ge-
widmet ist ...



