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POTENZEN UND WURZELN

FEin Aspekt der Mathematik (unter vielen) ist
der formale Umgang mit Termen und Formeln.
Dieser Aspekt spielt immer wieder eine Rolle,
weil ja Mathematik sehr oft dazu da ist, Re-
sultate fiir ganz praktische Aufgaben zu liefern.
Es versteht sich daher von selbst, dass alle An-
strengungen unternommen werden miissen, da-
mit dieser formale Umgang korrekt passiert, weil
sonst falsche Resultate geliefert werden.

In diesem Skript wird der formale Umgang
mit ganz bestimmten (aber sehr hdufigen) Ter-
men im Zentrum stehen, und die Hauptschwie-
rigkeit wird darin bestehen, dass alle Schritte
korrekt sind. Ein Vergleich mit dem Schachspiel
ist dabei recht nahe liegend: Beim Schach ist
durch ein Regelwerk genau festgelegt, welches
erlaubte Ziige sind und welches nicht, und wer
sich nicht daran halt, wird disqualifiziert. Sehr
ghnlich wird es sich auch mit den hier besproche-
nen Termen verhalten. Es wird durch ein Regel-
werk genau festgelegt, welche Umformschritte
korrekt, erlaubt, zulédssig sind. Und wir miissen
uns tunlichst daran halten, nichts Falsches zu
tun, da sonst unmoégliche ,,Spielsituationen “ ent-
stehen, die zu falschen Ergebnissen fithren.

Kurz: Es geht um den korrekten Umgang mit
Termen, welche Potenzen und Wurzeln enthal-
ten.

Beispiele von Potenzen

Zuerst ein paar Beispiele zu Potenzen, die Thnen
vielleicht schon vertraut sind:

Samuel Hahnemann (1755 — 1843) gilt als
Erfinder der Homoopathie. Diese Metho-
de arbeitet mit stark verdiinnten Wirksub-
stanzen. Eine Ursubstanz wird zum Beispiel
10-fach mit Wasser und Alkohol verdiinnt

T

und geschiittelt, diese Verdiinnung wird er-
neut 10-fach verdiinnt, usw. Die Bezeich-
nung ,D30“ bedeutet dann etwa, dass
dieser Verdiinnungsprozess 30mal statt-
gefunden hat, dass also eine 103°-fache
Verdiinnung erreicht ist. (Die Bezeich-
nung ,D“ stammt von lateinisch deci-
mum = Zehnfaches.) Das entspricht etwa
der Auflésung eines Wiirfelzuckers in ei-
ner Wassermenge, die in tausend Erdkugeln
Platz hat, so dass mit grosser Sicherheit in
einem Flaschchen kein einziges Molekiil der
Wirksubstanz mehr vorhanden ist.

B N

Abbildung 1: Homd&opathische Globuli

Aus dem Rechenbuch des Ahmes, Agypten,
um 1700 v.Chr.

Abbildung 2: Ausschnitt aus dem Rechenbuch
des Ahmes
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7 Personen besitzen (je) 7 Katzen, jede Kat-
ze frisst 7 Méuse, jede Maus frisst 7 Ahren
Gerste, aus jeder Ahre Gerste konnen 7
Mass Getreide entstehen. Wie viel Mass
sind das? Hier entsteht wiederum eine sim-
ple Potenz mit einem natiirlichen Exponen-
ten, diesmal zur Basis 7.

Potenzen haben den Vorteil, dass damit
zum Beispiel riesige Zahlen kurz und kom-
pakt dargestellt werden konnen, wie etwa:

10! ist die ungefihre Anzahl der Ga-
laxien im Universum.

102! ist die ungefihre Anzahl Sterne

im Universum.

10%® ist der ungefihre Durchmesser
des Universums in Zentimetern.

107 ist die ungefihre Anzahl Atome
im Universum.

Erste Definitionen

Wiederholen wir zunéichst zwei langst bekannte
Definitionen; legen Sie aber trotz der Wiederho-
lung viel Wert auf die Details:

Definition: (1)

Fira e Rundn € Nyg seia” =a-a-a-...-a
mit n Faktoren. Lies ,a hoch n“ oder ,n-
te Potenz von a“. a heisst Basts, n heisst
Exponent (lat.: der Heraufgesetzte).

Definition: (2)
Sei a € Ry, n € Nsg. Diejenige micht-
negative reelle Zahl x mit der FEigenschaft

e

" = a heisst n-te Wurzel von a. Schreib-
weise: © = {/a.

Das Berechnen einer Wurzel nennt man
, Wurzelziehen “ oder ,Radizieren“ (lat.: ra-
diz = Wurzel).

Fiir den Umgang mit Potenzen und Wurzeln
gibt es Gesetze (die erlaubten Ziige), die wir im
Folgenden herleiten. Zuvor sollten Sie sich al-
lerdings an einige Axiome der Algebra erinnern.
Wir werden in den Beweisen der Potenz- und
Wurzelgesetze immer wieder auf sie Bezug neh-
men, so dass es sehr unklug wiére, sie nicht zu
kennen:

AXIOME AUS DER ALGEBRA

Fiir alle a,b,c € R wird die Giiltigkeit der
folgenden Gesetze axiomatisch gefordert:

Kommutativitat der Addition und der
Multiplikation:

at+b=b+a
a-b=b-a

Assoziativitat der Addition und der
Multiplikation:

a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

Distributivgesetz:

a-(btc)=a-bta-c
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Potenzen mit natiirlichen Expo-
nenten

Die folgende Ubersicht zeigt Thnen nun die klas-
sischen beweisbaren Gesetze, die den Umgang
mit Potenzen mit natiirlichen Exponenten sowie
n-ten Wurzeln regeln:

POTENZGESETZE FUR NATURLICHE
EXPONENTEN

Seien n, m € Nsg.

(P1) @™ - a™ = a™t™

(P2) a™ - b" = (a - b)"

(P3) (™)™ =a"™

(P1) (8)" = &

(P5) & = , mit n > m

WURZELGESETZE FUR n-TE WURZELN

Seien n, m € Nxg.

(W1) ¢/a- Vb= Va-b

(W2) 2= 1/%
(W3) ¢/ ¥a="a

Diese Gesetze werden hier nur fiir n,m €
N. o behauptet. Sie gelten zwar auch fiir ande-
re (nicht-natiirliche) Exponenten und Wurzeln,
aber das ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht
klar; und es ist deswegen nicht klar, weil an-

e

dere Potenzen und Wurzeln (zum Beispiel 273,
7025 6™, °¥/3 usw.) bisher noch gar nicht de-
finiert sind. Im weiteren Verlauf dieses Textes
werden wir auch solche Potenzen und Wurzeln
einfithren, und dann wird sich die Frage stellen,
ob die obigen Gesetze auch mit solchen Expo-
nenten Giiltigkeit besitzen. Eventuell kénnte es
Thnen ein Trost sein zu wissen, dass Sie im gan-
zen restlichen Text keine wirklich neuen Gesetze
werden lernen miissen.

Nun gehort es sich, behauptete mathemati-
sche Gesetze auch zu beweisen. Dadurch kénnen
sie wirklich tief verstanden werden und es wird
auch leichter, sie sich einzuprégen, was natiirlich
unumggnglich ist.

Beweis (P1). Fir m,n € Nyp,a € R gilt

a“-a"=(a-a-a-...-al-|la-a-...-al,
~~
n Faktoren m Faktoren

nach Definition (1). Dann

a-...-a . a-...-a =a-a-a:...-a
n Faktoren m Faktoren n+m Faktoren

nach dem Assoziativgesetz und schliesslich

a-a-a-...-a=a"tm
—_——
n—+m Faktoren
wieder nach Definition (1) oben. O

So wenig ist also n6tig, um den erforderlichen
Beweis zu erbringen: Sie sehen, dass (P1) unmit-
telbar aus der Definition der n-ten Potenz sowie
dem Assoziativgesetz folgt.

Beweis (P2). Fiir m,n € Nyg,a € R gilt

a® bt = (a-a-...'a> . (b-b~...-b>,
n Faktoren n Faktoren
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nach Definition (1) oben. Dann

a-...-al-lb-...-b]l=a-...-a-b-...-b

— N—— N——— N —

n Faktoren n Faktoren n Faktoren n Faktoren
nach dem Assoziativgesetz und schliesslich

a-...-a-b-...-b=(a-b)-...-(a-b)

n Faktoren n Faktoren

nach Kommutativ- und Assoziativgesetz und
dann noch

(a-b)-...-(a-b)=(a-b)"
wieder nach Definition (1). O

Wir iiberlassen Thnen die einfachen Beweise
von (P3) — (P5) zur Ubung. Beachten Sie un-
bedingt, dass in diesen Beweisen stindig Ge-
brauch davon gemacht wird, dass n,m € Nyg.
Es wire also vollig unsinnig, allein auf Grund
obiger Beweise die Giiltigkeit der Potenzgesetze
fiir irgendwelche anderen Typen von Exponen-
ten zu behaupten.

Nun widmen wir uns den Beweisen der oben
behaupteten Wurzelgesetze.

Beweis (W1). Es wird behauptet, dass der linke
Term die n-te Wurzel von a - b ist. Wie kann das
bewiesen werden? Nun, offenbar dadurch, dass
man iiberpriift, ob in der Tat die n-te Potenz des
linken Terms gleich a - b ist. (Dann ist ja nach
der zweiten Definition oben der linke Term die
n-te Wurzel von a - b.) Berechnen wir also die
n-te Potenz des linken Terms:

(va- )" = (va)" (¥5)" =a-w.

Die erste Gleichheit folgt sofort mit (P2)
wéhrend das zweite Gleichheitszeichen wegen
Definition (2) oben gilt. Somit ist der linke Term
in (W1) die n-te Wurzel von a - b, was ja zu be-
weisen war. O

e

Beachten Sie, dass wir hier bereits eines
der noch ,ofenwarmen“ (da eben erst bewiese-
nen) Potenzgesetze verwendet haben. Auch hier
iiberlassen wir Thnen die restlichen Beweise zur

Ubung.

Potenzen mit negativen ganz-
zahligen Exponenten

Bisher haben wir uns nur mit natiirlichen Ex-
ponenten auseinandergesetzt. Zudem weist (P5)
die etwas kiinstlich anmutende Beschrinkung
»,n > m* auf, weil sonst ein negativer Exponent
entstiinde. Ist es moglich, auch nicht-natiirliche
Exponenten zuzulassen? Und ist es moglich, die
kiinstliche Beschréinkung bei (P5) fallenzulas-
sen? Denken wir einen Moment dariiber nach,
was es bedeuten wiirde, wenn (P5) nicht den
Nachsatz ,n > m* aufwiese: Dann miisste (P5)
offenbar fiir alle moglichen natiirlichen Zahlen
n,m gelten, z.B. auch fir n = 3 und m = 7.
Dann wére aber

Wie Sie sehen, kommen auf ganz natiirliche Wei-
se negative ganzzahlige Exponenten ins Spiel,
sobald man nur bestrebt ist, die etwas unbe-
friedigend wirkende Beschréinkung in (P5) fal-
len zu lassen. Man kénnte nun entweder die Be-
schrankung akzeptieren (und negative Exponen-
ten verbieten) oder sich iiberlegen, ob negative
Exponenten nicht vielleicht sogar sinnvoll und
praktisch sein konnten. Die Mathematiker des
17. Jahrhunderts wéhlten den zweiten Weg. In
den folgenden Abschnitten werden wir uns mit
dem Exponenten 0 und negativen ganzzahligen
Exponenten auseinandersetzen, dann sogar mit
rationalen und reellen Exponenten.
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(GESCHICHTE

Die Griechen hatten besondere Namen fiir
einzelne Potenzen. Thre Bezeichnung ,,dyna-
mis“ fiir 22 wurde lateinisch mit ,, potentia*“
iibersetzt und gab allen Potenzen den heu-
tigen Namen. Der Inder Brahmagupta (um
600 n.Chr.) schrieb ,va“ fiir 2 und ,gha“
fir 23 (varga = Quadrat,ghana = Korper)
und bildete daraus

(va)(va) = zt,
(gha)(gha)(gha) = z°

usw. Die heutige Schreibweise kam erst im
17. Jahrhundert auf und geht im Wesent-
lichen auf R. Descartes zuriick. Der Name
»2Exponent* geht auf Michael Stifel zuriick.
Der Exponent 0 sowie negative Exponenten
wurden zuerst von dem franzosischen Ma-
thematiker Chuquet 1484 verwendet. Gebro-
chene Exponenten traten vom 14. Jahrhun-
dert an gelegentlich auf, wurden aber erst
von Newton (1687) systematisch eingefiihrt.
Auf hohere Wurzeln stiessen die Griechen
u.a. beim Problem der Wiirfelverdoppelung.
Die Rechenregeln fiir héhere Wurzeln wur-
den von den Arabern (ca. 800-1100) ent-
wickelt.

Definition: (3)
Fiir alle a € R,a # 0 gilt a° := 1.

Das muss erklért werden. Diese Definition mu-
tet vielleicht sehr willkiirlich an, aber bei genau-
erem Hinsehen wird klar, dass wir keine andere
verniinftige Alternative haben: Wir fragen uns

e

némlich, was (P5) fiir den Fall n = m liefern
wiirde. Wiirde. Der Konjunktiv ist hier zentral.
Das Gesetz ist fiir diesen Fall nicht bewiesen
worden, aber natiirlich wiinschen wir uns, dass
das Gesetz auch fiir diesen Fall gelten moge.
Wiirde es aber fiir diesen Fall gelten, so miisste
es Folgendes liefern:

Sie sehen, dass wir gar keine andere Wahl haben,
als a” := 1 zu definieren, da sonst Gesetz (P5) ei-
ne merkwiirdige Ausnahme erzeugen wiirde. Es
ist aber wichtig zu betonen, dass a® = 1 nicht
aus (P5) folgt!

Nun, da klar ist, was man unter einer 0O-ten
Potenz versteht, fragen wir uns, wie wir Poten-
zen mit negativen ganzzahligen Exponenten de-
finieren sollen:

Definition: (4)
Fiir alle n € Nsg und alle a # 0 gilt

Auch dies muss erkldrt werden. Erneut kénnte
die Definition willkiirlich wirken, doch erneut
zeigt eine genauere Analyse, dass wir keine ech-
te Wahl haben: (P5) wiirde (!) fiir das Beispiel
n = 3 und m = 7 folgende Umformung erlauben:

at=a3"= a—7 - -
a aagaaad G
Wiirde (P5) also fiir diesen Fall gelten - was es
nicht tut, wir uns aber wiinschen - so haben wir
keine andere Wahl, als die Definition so zu ge-
stalten, dass a~* und 1/a* iibereinstimmen.
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MERKE:

Jetzt, da wir Potenzen mit negativen Exponen-
ten eingefiihrt haben, aber erst jetzt, kann man
sinnvollerweise die Frage stellen, ob unsere Po-
tenzgesetze auch giiltig bleiben, wenn man nega-
tive Exponenten zulésst. Und die Antwort lau-
tet erfreulicherweise ,,Ja“! Aber natiirlich ist das
nicht klar, sondern es muss bewiesen werden.
Und genau das tun wir jetzt.

Im Folgenden seien immer n, m € Nyg.
Beweis (P1)’. Zu zeigen ist
U R G OR S C O

a - a

Also finden wir mit Definition (4) (erste und
zweit-letzte Gleichheit):

Beweis (P2)’. Zu zeigen ist
ab " =(a-b)""

Also finden wir mit Definition (4) (erste und
letzte Gleichheit) sowie Definition (2) (zweit-
letzte Gleichheit):

1 1 1
_”.b_nzf.f:
a an bn an,bn
1
— — .bin'
@ (a-b)

e

Die restlichen Gesetze iiberlassen wir Thnen
zur Ubung:

(P3) (a™™) ™™ = a(=m)-(=m)
(1 (§) " = 5
(P5)" & = al-M=(=m),

Man kann sich auch leicht iiberlegen, dass diese
fiinf Gesetze giiltig bleiben, wenn mindestens ein
Exponent 0 ist.

Damit haben wir die Giiltigkeit der Po-
tenzgesetze auf 7Z ausgedehnt haben. Be-
nutzt haben wir fiir die Beweise die Aus-
sagenmenge {(P1),(P2),(P3),(P4),(P5)} U
{Aziome der Algebra} sowie die Definitionen.

Beweisen Sie ferner:

a\—" b\"

(5)"=(2)
Das ist ein praktisches Gesetz. Wenn immer Ih-
nen ein negativer Exponent auf einem Bruch
nicht gefillt, diirfen Sie getrost den Kehrbruch

nehmen und ihn mit dem entsprechend positiven
Exponenten versehen.

Negative ganzzahlige Exponenten haben den
grossen Vorteil, dass mit ihnen Groéssen im
mikroskopischen Bereich dargestellt werden
konnen; darum sind sie auch aus den modernen
Wissenschaften nicht mehr wegzudenken.

In diesem Zusammenhang sollten Sie sich die
folgenden Sprechweisen einpréigen:

10~! = 0.1, ,,ein Zehntel oder 1 Dezi-. .. “

1072 = 0.01, ,,ein Hundertstel oder 1 Zenti-

[13

1073 = 0.001, ,,ein Tausendstel oder 1 Mili-

113
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1079 = 0.000001, ,ein Millionstel oder 1
Mikro-. .. ¢

1079 = 0.000000001, ,,ein Milliardstel oder
1 Nano-... ¢

1012 = 0.000000000001, ,ein Billionstel
oder 1 Piko-...*“

10~ = 0.000000000000001, ,ein Billiard-

stel oder 1 Femto-... “

10~ = 0.000000000000000001, ,,ein Trilli-
onstel oder 1 Atto-...*“

Beispiele aus den Naturwissenschaften:

Die Ladung eines Elektrons betragt
—1.602...-10719 C.

Die Masse eines Elektrons betrégt 9.109. . .-
1073 kg.

Potenzen mit rationalen Expo-
nenten

Wir gehen nun einen grossen Schritt weiter.
Nachdem es uns gelungen ist, die Exponenten
auf die negativen ganzen Zahlen auszudehnen
und - mehr noch - die Potenzgesetze auch fiir
solche Exponenten zu beweisen, liegt die Fra-
ge nahe, ob man auch gebrochene Exponenten
sinnvoll einfithren kann und ob die Potenzge-
setze auch fiir solche Exponenten gelten. Wir
fithren uns hier ziemlich unerséttlich auf, aber
es ist nun mal eine Eigenart des Mathemati-
kers/der Mathematikerin, nicht eher zu ruhen,
bis alles, wirklich alles iiber einen Begriff (hier:
Potenz) in Erfahrung gebracht worden ist.

Wie - wenn iiberhaupt - sollen wir a'/™ (fiir
eine natiirliche Zahl n) definieren? Dieser Term

e

ist zum jetzigen Zeitpunkt undefiniert. Immer-
hin kénnen wir aber so tun, als wére er schon
sinnvoll, um mit ihm zu ,,spielen“, das heisst um
zu sehen, wie die Gesetze auf ihn wirken wiirden
(wenn es ihn denn gébe).

Wenn der Term al/™ also schon definiert wiire

und wenn die Gesetze auch fiir Potenzen dieser
Art gelten wiirden - bedenken Sie aber, dass dies
alles noch nicht der Fall ist - dann wiirde zum
Beispiel (P3) Folgendes bewirken:

1\ 1,
(an) :ann:alza.

Offenbar wiire dann die n-te Potenz von a!/"

gleich a. Nanu? Das kennen wir doch! Eine Zahl,
deren n-te Potenz gleich a ist, nennen wir per
Definition n-te Wurzel der Zahl a. Daraus wird
klar, wie wir den Term a definieren miissen
(wenn wir es denn wollen), ndmlich so:

Definition:
Fiir allen € Nyg und a = 0 gilt

= {/a.

3=

a

MERKE:

Jede andere Definition hétte zur Folge, dass die
bisherigen Gesetze nicht fiir diesen neuen Typ
von Potenz gelten wiirden. Wére das nicht scha-
de? Sie miissten dann zwei Sorten Gesetze ler-
nen, je nachdem, welcher Typ von Potenz gerade
verwendet wird.

Nun haben wir erst erklirt, wie a'/” zu de-

finieren ist. Was aber ist mit anderen rationa-
len Exponenten? Was soll unter dem Term a"/"
verstanden werden? Geben Sie nun selber eine
Motivation fiir die folgende Definition:
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Definition:
Fiir alle m € Z, n € Nxg (also m/n € Q)
und a = 0 gilt

33

= Vam.

a

Nun miisste es mit dem Teufel zugehen, wenn
unsere Potenzgesetze nicht auch noch fiir solche
Exponenten gelten wiirden. Bedenken Sie aber,
dass dies nicht klar ist. Wir haben die Defini-
tionen (5) und (6) zwar in gewissem Sinne aus
den Potenzgesetzen gewonnen, aber noch nicht
verifiziert, dass alle Potenzgesetze nun weiter-
hin Giiltigkeit haben. Im Folgenden wird es also
darum gehen, die Potenzgesetze fiir beliebige ra-
tionale Exponenten zu beweisen. Ein allerletzter
Schritt miisste dann noch darin bestehen, belie-
bige reelle Exponenten zuzulassen.

Im Folgenden seien p/q,r/s € Q beliebig.

Beweis (P1)”. Zu zeigen ist

p

o
S

pyr
al - a q+5.

=a
Dies gelingt mit Definition (6) in der zweiten
und dritt-letzten Gleichheit, sowie (W1) in der
dritten und (P1) in der vierten Gleichheit:

P r p-s T-q

a? -as = Qv

@
=)
@
S

I
Q
o
)
hS]
S
+
Q
3

I
S
=]
w

Il
IS
2

203
Q
w

e

Die restlichen Beweise iiberlassen wir Thnen
gerne zur Ubung, da sie alle &hnlich einfach ver-
laufen:

(P2)” as -ba = (a-b)a,
(P3)” (cﬁ)g = ag'g,
(P4)” (3)

ya
(P5)” & —qi =

Benutzen Sie fiir die Beweise {(P1),...,(P5)}U
{(P1),...,(P5)'} U {Aziome der Algebra} so-
wie die Definitionen. Damit werden Sie die

Giiltigkeit der Potenzgesetze auf Q ausgedehnt
haben.

Damit haben wir schon sehr viel erreicht: Wir
haben gezeigt, dass die eingangs erwéhnten Po-
tenzgesetze fiir Potenzen mit beliebigen rationa-
len Potenzen gelten; und natiirlich haben wir
einige wichtige Definitionen kennen gelernt, die
die Bedeutung solcher Potenzen iiberhaupt erst
festlegen.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Potenzgesetze

gelten fiir alle x,y € Q.
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Beachten Sie aber, dass zum Teil a > 0
und/oder b > 0 gelten muss.

Potenzen mit irrationalen Expo-
nenten

Was ist zum Beispiel 277 Nach den bisherigen
Definitionen hat der Term 2™ (noch) keine wohl-
definierte Bedeutung. Hingegen ist klar, dass

23 < 2™ < 24

was eine erst sehr grobe Ndherung angibt. Ver-
bessern wir die Naherung schrittweise:

931 _ om _ 93.2
wobel die flankierenden Terme wohldefiniert
sind:

und

Néchster Schritt:
wobei

9314 — 9i50 — '%/2314 ~ 8815
und

9315 — o350 — '%/2315 8 .876.

Es scheint klar, dass durch Einbezug immer wei-
terer Stellen 27 in einem immer kleineren In-
tervall ,gefangen* wird. Auf diese Weise lassen
sich beliebig viele Stellen von 2™ berechnen. (Al-
le natiirlich nicht, genauso wenig, wie man alle
Stellen von 7 oder irgendeiner anderen irratio-
nalen Zahl berechnen kann.)

e

Wir koénnen uns also eine Potenz mit irra-
tionalem Exponenten immer so vorstellen, dass
man den Exponenten rational approximiert und
so einen wohl definierten Term erhélt, der ,, belie-
big genau an die intendierte Zahl herankommt “.
Das alles mag etwas vage klingen, es soll fiir
unsere Zwecke aber geniigen. Tatsache ist, dass
man das in der h6heren Mathematik alles ganz
prazise definieren kann; und dass man auch zei-
gen kann, dass unsere Potenzgesetze in der Tat
fiir beliebige reelle Exponenten gelten.



