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QUADRATISCHE GLEICHUNGEN

Unzéhlige Fragestellungen fithren auf Glei-
chungen. Und unzéhlige dieser Gleichungen sind
nicht-linear. Hier sind einige Beispiele:

5t = 150
7
6
— =0
$+13
2
+1 2 =100
v+ —vT =
9

22 +222 —5x—-6=0
0.2-0.96° = 0.09

und so weiter und so fort.

In seltenen Fillen (wie etwa im zweiten Bei-
spiel) sind solche Gleichungen sehr einfach zu
16sen, im Allgemeinen stellen Sie uns aber vor
grosse Herausforderungen. Es gibt keine Theo-
rie aller nicht-linearen Gleichungen, die uns ver-
raten wiirde, wie man alle diese Gleichungen
16sen kann. Aber man kann immerhin bei ge-
wissen Typen solcher Gleichungen hilfreiche und
interessante Aussagen machen. Der ohne Zwei-
fel héufigste und wichtigste Typ einer nicht-
linearen Gleichung in einer Variablen ist die Po-
lynomgleichung. Und auf diese wollen wir uns
nun konzentrieren.

Polynomgleichungen

Eine Polynomgleichung ist - vereinfacht gesagt
- eine Gleichung der Form Term = 0, wobei der
Term eine Summe von Vielfachen von Potenzen
der einzigen Unbekannten x ist. Dies sind Bei-
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spiele solcher Gleichungen:

(a) Trt 4322 —2+9=0
1

(b) g:c2—143;—1:0

(c) —0.12% + 0422 +3 =0

(d) P42 +r=0

(e) 2t —60 =0

() 16.50+2=0

Sie sehen sicher sofort, dass obige Beschreibung
prézisiert werden muss: Jeder Summand hat
die Form . 1:, wobei aber als Exponen-
ten nur natiirliche Zahlen einschliesslich Null
(z° = 1) vorkommen sollen. Die Faktoren vor
den zx-Termen heissen Koeffizienten, und die-
se diirfen beliebige reelle Zahlen sein. Wenn
es Sie stort, dass wir von Summanden reden,
obwohl auch Subtraktionszeichen vorkommen,
oder wenn es Sie stort, das gewisse Potenzen von
x nicht vorkommen und andere aber doch, so
ist es hilfreich, sich die Gleichung in einer Form
zu denken, in der erstens ausschliesslich Additi-
onszeichen vorkommen und allfillige Minuszei-
chen ,,zum Koeffizienten gerechnet “ werden, und
zweitens die fehlenden Potenzen mit Nullen als
Koeffizienten aufgefiillt sind. Beispiele (a) und
(b) sehen dann so aus:

(a) Tat+0-2°+32%+(—1)-2' +9-2°=0

(b) éx2+(—14) cxt+(=1)-2°=0

Die zweite Gleichung ist also eine Polynom-
gleichung, in der die Potenzen 22, z' 2% vor-
kommen, welche der Reihe nach die Koeffizi-
enten 1/3,—14, —1 haben. Die erste Gleichung
ist eine Polynomgleichung, in der die Potenzen
a2t 23, 2% 2!, 2 vorkommen, welche der Reihe

nach die Koeffizienten 7,0, 3, —1,9 haben.
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Der hochste vorkommende Exponent der Un-
bekannten heisst Grad der Polynomgleichung.
Beispiel (a) zeigt also eine Polynomgleichung 4.
Grades, wiahrend Beispiel (b) eine Polynomglei-
chung 2. Grades zeigt.

Um auch die restlichen Beispiele schnell ein-
zuordnen:

Beispiel (c¢) hat Grad 3 und der Reihe nach
Koeffizienten —0.1,0.4,0, 3.

Beispiel (d) hat Grad 5 und die Koeffizien-
ten 1,0,1,0,1,0.

Beispiel (e) hat Grad 132 und die Koeffizi-
enten 1,0,0,...,0,—60, wobei hier 131 Nul-
len nebeneinander stehen.

Beispiel (f) hat Grad 1 und die Koeffizien-
ten 16.5 und 2.

Sehen Sie den Punkt? Polynomgleichungen vom
Grad 1 sind einfach nur lineare Gleichungen (in
einer Unbekannten), bei denen Sie sich schon
sehr gut auskennen. Wir haben also einfach nur
das Konzept der linearen Gleichung erweitert,
indem wir der Gleichung nun gestatten, weitere
und damit héhere Potenzen der Unbekannten zu
enthalten. Dadurch horen die Gleichungen auf,
linear zu sein, sobald sie einen Grad haben, der
2 oder hoher ist.

Stark vereinfachend kénnte man sagen, dass
eine Polynomgleichung desto herausfordernder
ist, je hoher ihr Grad ist. Polynomgleichungen
vom Grad 1 (also lineare Gleichungen) beherr-
schen wir nun im Schlaf, aber schon die Poly-
nomgleichung vom Grad 2 (die im Zentrum die-
ses Textes stehen wird) stellt eine kleine Her-
ausforderung dar. Und soll man Polynomglei-
chungen vom Grad 3, 4, 5, ...losen, so steht
man vor grossen Schwierigkeiten. Das ist nicht

e

grundsétzlich wahr; zum Beispiel haben Sie Po-
lynomgleichungen von hoherem Grad erlebt, die
extrem einfach zu l6sen sind, und es ist auch
nicht so, dass die Schwierigkeit mit dem Grad
linear zunimmt. Aber es trifft schon zu, dass
man ab Grad 3 sehr viel mehr arbeiten muss,
um wirklich zu verstehen, wie den Gleichungen
noch Losungen entlockt werden koénnen. Seien
Sie gespannt. ..

Merken Sie sich bitte alle Details der folgen-
den Definition gut:

Definition:
Eine Gleichung der Art a-x+b=20
(mit a,b € R und a # 0) heisst Poly-
nomgleichung 1. Grades oder lineare
Gleichung.

Eine Gleichung der Art
a-z24+b-z+c=0 (mit a,b,ceR
und a # 0) heisst Polynomgleichung 2.
Grades oder quadratische Gleichung.

Eine Gleichung der Art
a-x34+b-224+c-z+d=0 (mit
a,b,c,d € R und a # 0) heisst Poly-
nomgleichung 3. Grades oder kubische
Gleichung.

Die Gleichung
a-z*4+b-234+c-22+d-x+e=0
(mit a,b,c,d,e € R und a # 0) heisst
Polynomgleichung 4. Grades.

Allgemein:
Eine Gleichung der Art

an "+ ap_1-x" 4. ..

+a2-m2+a1-m+a0=0




QUADRATISCHE GLEICHUNGEN

mit Koeffizienten an,...,a9 € R und
a, 7 0 heisst Polynomgleichung n-ten
Grades.

Warum legen wir so grossen Wert drauf,
Polynomgleichungen zu untersuchen? Weil sie
in der Praxis iiberaus h#ufig sind. Und
weil sie interessant sind; die Geschichte ihrer
Losungsmethoden liest sich wie ein spannender
Roman voller personlicher Schicksale. Bereits
die quadratische Gleichung, um die es im Fol-
genden ja ausschliesslich gehen wird, ist span-
nend.

Polynomgleichungen sind in der Mathema-
tik und ihren Abnehmerwissenschaften iiberaus
héufig. Es wire darum zu begriissen, wenn wir
Verfahren hétten, sie sicher und miihelos zu
16sen. Leider ist das nicht so einfach. Wéhrend
uns Polynomgleichungen ersten Grades (also li-
neare Gleichungen) keine Miihe mehr bereiten,
stellen bereits die Polynomgleichungen zweiten
Grades (also quadratische Gleichungen) eine ge-
wisse Herausforderung dar - von Gleichungen
hoheren Grades gar nicht zu reden. Immerhin
konnen wir gewisse quadratische Gleichungen
bereits jetzt 16sen, ohne dass neues Wissen notig
wére. Und damit wollen wir hier anfangen. Wir
fragen also: In welchen Féllen reicht welches
schon frither erworbene Wissen aus, um eine sol-
che Gleichung zu 16sen?

Normalform und Koeffizienten

Wir erinnern uns: Eine Polynomgleichung zwei-
ten Grades kann stets in diese Normalform ge-
bracht werden:

a-2>+b-x+c=0.

e

Dabei sind die Koeffizienten a,b und c beliebige
reelle Zahlen; und natiirlich soll a # 0 sein, denn
sonst hétte die Gleichung gar nicht Grad 2, son-
dern hochstens Grad 1. Es ist wichtig, immer die
Koeflizienten korrekt bestimmen zu kénnen, und
darum betrachten wir zunéchst ein paar Beispie-
le:

Die Gleichung 322 46z —1 = 0 hat offenbar
die obige Form. Die Koeffizienten lauten der
Reihe nach: a = 3,b = 6,¢c = —1. Beachten
Sie, dass das Vorzeichen mit zum Koeffizi-
enten gehort.

Die Gleichung 1/5 - #? — 18z = 0 hat eben-
falls obige Form. Diesmal lauten die Koef-
fizienten: @ = 1/5,b = —18 und ¢ = 0.
Wiéhrend der vorderste Koeflizient zwin-
gend von Null verschieden ist, kann jeder
der beiden anderen Koeffizienten natiirlich
Null werden.

Die Gleichung 7 - 22 = 0 ist ebenfalls qua-
dratisch mit den Koeffizienten a = 7 und
b=c=0.

Oftmals wird eine quadratische Gleichung
nicht von Anfang an in der erwéhnten Nor-
malform vorliegen. Vielmehr miissen die
einzelnen Glieder zuerst umgestellt werden,
will man die Normalform erreichen. Die
Gleichung 6.2 — 7.3z = 2.522 ist ein sol-
ches Beispiel. Wir konnen die Koeffizien-
ten dann nicht einfach von links nach rechts
herauslesen, sondern miissen zuerst umstel-
len: 2.52% + 7.3z — 6.2 = 0. Die Koeffizi-
enten lauten folglich: a = 2.5,b = 7.3 und
c=—6.2.

Oftmals sind noch aufwéndigere Umstellun-
gen notig. Zum Beispiel hier:

1

r T+2 9
=z +6.

3 6
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Multiplikation mit 6 und anschliessende
Vereinfachungen fiihren auf 622 —z+3 = 0
mit den Koeffizienten 6, —1 und 3.

Spezialfille

Es zeigt sich, dass eine quadratische Gleichung
ganz einfach gelost werden kann, sobald wenig-
stens einer der beiden Koeffizienten b und ¢ ver-
schwindet (also gleich Null ist). Wir betrachten
alle drei Félle einzeln:

Fall1: b=¢c=0
In diesem Fall reduziert sich die Gleichung zu
a-z2=0.

Das Produkt a - 22 muss Null ergeben. Und
da a nicht Null sein darf, kann das einzig fiir
x = 0 erfiillt werden. In diesem Fall lautet die
Losungsmenge also immer

L={0}.

Fall 2: b=0und ¢ # 0

In diesem Fall reduziert sich die Gleichung zu
a-z?+c=0.

Da a # 0 ist, konnen wir so umformen:

Nun ist die Zahl auf der rechten Seite entwe-
der positiv oder negativ. Im zweiten Fall ist die
Aussageform nicht erfiillbar, im ersten hingegen
schon. Wir finden also:

—c —c

L==+y/—=,  ““>o.

a a

e

Betrachten Sie unbedingt, dass die Zahl —c/a
nicht negativ zu sein braucht, nur weil der Term
ein Minuszeichen enthélt. Wir sind ja bei der
Wahl von a und ¢ (fast) vollig frei, und da eine
dieser Zahlen selber negativ sein kénnte, konnen
wir nichts Allgemeines dariiber aussagen, ob der
fragliche Term nun negativ oder positiv ist. Das
konnen wir erst dann, wenn konkrete Zahlen
vorliegen. So fithrt zum Beispiel die Gleichung
222 —3 =0 auf

also

3
=44/

wihrend aber die Gleichung 222 + 3 = 0 auf

3
z? = —5
also
L={}
fiihrt.

Fall 3: c=0und b # 0

In diesem Fall reduziert sich die Gleichung zu
a-x2+b-z=0.

Wir kénnen x ausklammern:
z-(a-z+b)=0.

Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten, wie das
Produkt auf der linken Seiten Null werden kann:
Es kann daran liegen, dass x = 0 ist oder aber
daran, dass a-x+0b = 0 ist. Im ersten Fall haben
wir eine Losung gefunden. Im zweiten kénnen
wir, da a # 0 ist, umformen zu z = —b/a. Ins-
gesamt hat die Gleichung also zwei Losungen,

namlich: ;
1={o-2).
a
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Wir sehen deutlich, dass uns die quadratische
Gleichung in keinem dieser drei Fille Miihe be-
reitet. Fragt sich nur, was los ist, wenn alle drei
Koeffizienten ungleich Null sind.

In Linearfaktoren aufspalten

Wie sollen wir zum Beispiel die quadratische
Gleichung x2 +4x — 21 = 0 16sen? Offenbar gibt
es keinen ganz elementaren Weg, die Gleichung
so umzustellen, dass die Variable isoliert werden
kann. Das liegt daran, dass die Variable an zwei
Stellen vorkommt, einmal linear und einmal zur
zweiten Potenz. Wenn es uns aber gelingt, den
Term auf der linken Seite als ein Produkt zwei-
er Linearfaktoren zu schreiben, dann sind wir
gerettet:

2% 4o — 21 = ( ) - ( ).

Das ist (wenigstens in diesem Beispiel) sehr ein-
fach: Jeder Linearfaktor muss wohl vorne ein z
enthalten. Und da 21 = 3 - 7 und gleichzeitig
7 — 3 = 4 ist, finden wir die fehlenden Eintrige
leicht:

2?44 —21=(z4+7) - (z—3).
Nun muss also
(x+7)-(x—3)=0

sein. Ein Produkt von reellen Zahlen ist gleich
Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. Die
Gleichung wird also zu einer wahren Aussagen,
wenn wir z entweder durch die Zahl —7 oder
aber durch die Zahl 3 belegen. Somit ist

L={-13}.

Warum waren wir hier erfolgreich? Weil es uns
leicht gelungen ist, den quadratischen Term in

e

Linearfaktoren aufzuspalten. Es stellen sich so-
fort ein paar interessante Fragen: Gelingt das
immer so einfach? Ist es grundsitzlich immer
moglich, eine quadratische Gleichung auf diese
Weise zu losen? Die Antworten auf diese Fragen
sind negativ, sorgen darum aber fiir willkomme-
ne neue Herausforderungen.

Wir wissen zum Beispiel, dass es quadrati-
sche Gleichungen mit leerer Losungsmenge gibt.
22 + 1 = 0 ist eine solche; es ist ja offenbar
unmoglich, dass ein Quadrat (welches immer
nicht-negativ ist) zu 1 addiert Null liefert. Wenn
die Gleichung also keine Losung besitzt, wird
es uns auch nicht gelingen, den quadratischen
Term in oben beschriebener Weise in Linearfak-
toren zu zerlegen.

Dazu kommt noch, dass es selbst dann,
wenn eine Faktorisierung in Linearfaktoren
grundsétzlich moglich ist, unter Umstédnden
schwierig ist, die Klammereintrige zu finden.
Versuchen Sie nur einmal, den Term z2+1.35z —
5.92 in Linearfaktoren aufzuspalten. ..

Wir sehen deutlich, dass wir eine neue Idee
bendtigen, wenn wir unser Ziel, jede beliebige
quadratische Gleichung zu lésen, erreichen wol-
len.

Wie koénnen wir also eine quadratische Glei-
chung I6sen, wenn eine Zerlegung in Linearfakto-
ren grundsétzlich moéglich, aber schwer zu finden
ist? Und wie lésst sich entscheiden, ob eine sol-
che Gleichung tiberhaupt Losungen besitzt oder
nicht?

Eine schéne Idee
Betrachten wir dazu als Beispiel die Gleichung

22 + 6z = 40.
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Hier ist eine wirklich schone Idee, die auf den
arabischen Mathematiker Abu Dscha’far Mu-
hammed ibn Musa al-Chwarizmi zuriickgeht.

xX 1777777777777777
7777777777777

777 10177707777

77077777777

ey

777 177777777777

7777777777 77

‘
!

!

‘

7z SIIIIIIIIIIIIIIIIII I I IIIIII I I I II7777 !
rr777 LIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII7 77777 r77 !

Wir fassen den Summanden z? als geometri-
sches Quadrat auf, was freilich nur fiir positi-
ve x-Werte moglich ist. Wir fassen ferner den
Summanden 6z als das Doppelte eines Recht-
ecks mit den Seitenldngen z und 3 auf. Wenn
wir die Rechtecke dem Quadrat wie in der Abbil-
dung anlagern, fehlt offenbar ein weiteres (klei-
nes) Quadrat, um ein grosses Quadrat zu ver-
vollstindigen, genauer: Wenn wir 3% erginzen,
so fiillen wir damit gerade das Quadrat auf, wel-
ches die Seitenlédnge = + 3 hat.

Wenn wir diese Idee auf die Gleichung
iibertragen, bedeutet das: Wir kénnen beidsei-
tig 32 addieren und erhalten dann auf der linken
Seite gerade das Quadrat von x + 3:

2% + 62 = 40
= 22 462 +32 =40+ 32
(z + 3)% = 49.

3

e

Nun hat sich die Situation erheblich zu unse-
ren Gunsten verbessert. Die Variable kommt nur
noch an einer einzigen Stelle vor, und es muss
moglich sein, die Gleichung nach ihr aufzulGsen:

2% + 62 = 40
& (z+3)% =49
& T+ 3==+7
= r=-3=%7.

Dabei ist wichtig, Folgendes zu beachten: Die
Gleichung u? = 49 hat zwei Losungen, nimlich
up = 7 und uy = —7 oder anders notiert:
u = =£7. Eine korrekte (und dquivalente) Um-
formung von u? = 49 muss also u = £7 lauten
und nicht etwa nur v = 7. Das erklart, warum
in der dritten Zeile ,,+“ auftaucht.

Unsere originale quadratische Gleichung 2% +
6z = 40 besitzt somit zwei Lésungen, ndmlich
r1 = —10 und z9 = 4. Eine quadratische Glei-
chung kann also genau zwei Losungen haben, ei-
ne Situation, die bei den linearen Gleichungen
nicht méglich gewesen war.

Quadratisches Erginzen

Die Idee zu dieser Losungsmethode stammt aus
der Geometrie, aber natiirlich funktioniert sie
auch, wenn wir uns x nicht als eine Strecke den-
ken. Insbesondere funktioniert sie auch dann,
wenn die Gleichung mindestens eine negative
Losung hat. Betrachten wir dazu ein weiteres

Beispiel:
3 1
24,9 -
T° 4+ 296 + 5~ 0.

Subtraktion von 1/2 liefert:

T
27

Nun versuchen wir, die linke Seite in ein Qua-
drat der Art (z )2 umzuformen, indem wir
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einen passenden Term additiv erginzen. Als
Vorlage dient uns dabei die binomische Formel

P42 y+y? = (z+y)?

3
3;2 + 59:

Wenn also 3/2 - x dem Term 2x - y entspre-
chen soll, dann muss y zwingend die H#lfte von
3/2 sein. Damit ist klar, dass wir beidseits der
originalen Gleichung die Zahl (3/4)% addieren
miissen, um auf der linken Seite insgesamt ein
Quadrat zu erhalten:

2B, 1
2 2
o e ()i ()
2 4 2 4
S G
4 2 4

Erneut sind wir in der iiberaus vorteilhaften Si-
tuation angekommen, in der die Unbekannte nur
noch an einer einzigen Stelle vorkommt und folg-
lich durch wenige weitere Schritte isoliert wer-

den kann:
@+3f:_1+9:1
4 2 16 16
3 1
& x:—Z:i:Z.

Die Losungsmenge unserer Gleichung ist also

et}

Einmal mehr hat die Methode des quadratischen
Erginzens zum Ziel gefiihrt.

S
Eine allgemeine Losungsformel

Nun wire es alles andere als effizient, wiirden
wir stets jede vorkommende quadratische Glei-
chung mit dieser Methode 16sen. Das wire et-
wa so, als wiirden wir jedes Mal, wenn wir
die Haustiir aufschliessen wollen, eigens einen
passenden Schliissel dafiir herstellen, um ihn
gleich nachher wegzuschmeissen. Viel besser ist
es natiirlich, den Schliissel nur einmal herzustel-
len, zu behalten und das Problem damit ein fiir
alle Mal zu l6sen.

In diesem Sinne wenden wir das quadrati-
sche Ergéinzen nun nur noch ein einziges Mal an
und zwar, um die allgemeine quadratische Glei-
chung (und damit jede quadratische Gleichung)
zu 16sen.

Sei also a-x? +b-x +c = 0 mit irgendwelchen
reellen Koeffizienten a, b und ¢ und a # 0. Da der
vorderste Koeflizient von Null verschieden ist,
konnen wir die Gleichung durch ihn dividieren
und erhalten:

b
:r2+f-:n~|—E:0.
a a

Ubrigens kénnen wir immer a > 0 annehmen,
denn falls a negativ ist, multiplizieren wir die
ganze Gleichung einfach mit dem Faktor (—1),
ohne dabei die Losungsmenge zu verdndern.
Subtraktion ¢/a von fiithrt nun auf:

9 c
r+-r=——.
a a

Nun kommt der entscheidende Schritt, das qua-
dratische Ergéinzen. Erneut ist uns eine binomi-
sche Formel Vorlage:

242wy +yt = (z+y)°

e
a
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Wenn die Summanden 2z - y und b/a - = ein-
ander entsprechen miissen, dann muss y zwin-
gend die Hélfte von b/a sein. Also addieren wir
bei der originalen Gleichung beidseitig den Term
(b/(2a))?, um auf der linken Seite insgesamt ein
Quadrat herzustellen:

c

b
- r=—-
a a

b b\? c b\?
& 932+-33+<> =—+(>
a 2a a 2a
< JU—Fi 2——E+ b :
2]  a 2a )

Bedenken Sie, dass diese Umformung wirklich
fiir jede Polynomgleichung 2. Grades korrekt ist,
ganz ohne Einschrénkung. Jetzt kénnen wir in
wenigen weiteren Umformschritten nach der Un-
bekannten x auflésen:

9 b c
a a
- L b 2 ¢ b\?
T+ —) =——
2a a 2a
- LY B dac
v 2a)  4a?
b b2 — 4dac
ST i
< T 2a 4a?
b Vvb% — dac
& 4 — =+ 0
2a 2a

Im letzten Umformschritt haben wir benutzt,
dass a positiv ist, so dass also tatséchlich
V4a? = 2a gilt. Ein Zusammenfassen von Ter-
men fiithrt jetzt auf die einfachste Form:

P24 r= ¢
a a
b Vb2 — 4dac
& T+ — =k
2a 2a
—b+Vb? — 4ac
= xTr = .

2a

e

Wir finden also, dass die allgemeine quadrati-
sche Gleichung a - 22 + b -z + ¢ = 0 sich durch
die folgenden Formel l6sen l&sst:

AUFLOSUNGSFORMEL FUR QUADRATISCHE
GLEICHUNGEN
bV —da-c
T 2a
beziehungsweise
b+ Vb —da-c
xr1 = 2, )
b— VP —dac
Ty = o’ .

Diskriminante und Anzahl (reel-
ler) Lésungen

Unsere frisch hergeleitete Formel koénnte ver-
muten lassen, dass eine quadratische Gleichung
stets genau zwei Losungen hat. Trifft das zu?
Betrachten wir dazu drei Beispiele:

22 —4x —5=0:

Hier ist a = 1,b = —4, ¢ = —5. Einsetzen in
die Auflosungsformel fiihrt auf

_4+,/16—-4-1-(-5)
e 2
_4£4/36

2
446

2

Die Gleichung hat also in der Tat zwei reel-
le Lésungen, ndmlich z1 = 5 und 29 = —1,
was wir freilich auch leicht durch Faktori-
sieren hétten finden kénnen.
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4z? — 28z + 49 = 0:
Hier ist a = 4,0 = —28,c = 49. Einsetzen
in die Auflosungsformel fiithrt auf

28 £ /282 —4-4-49
xr=
8

28440

8
2840

8
Die Gleichung besitzt also bloss eine
Losung, ndmlich x = 7/2. Man nennt sie al-
lerdings eine reelle Doppell6sung, weil eine

Faktorisierung der Gleichung auf zwei iden-
tische Linearfaktoren fiihren wiirde:

4o — 28x +49 =0
& 2x—7)-2z—-T7)=0
& (22 —7)2 =0.

P4z +7=0
Hier ist a =1,b=1,c = 7. Einsetzen in die
Auflésungsformel fiihrt auf

I A T 8

2
1427
- ===

Hier stossen wir auf ein Problem: Die Wur-
zel lasst sich in reellen Zahlen nicht ziehen.
Die Gleichung besitzt offenbar gar keine re-
elle Losung. Anders gesagt: Die Aussage-
form 22 4+ x + 7 = 0 ist in den reellen Zah-
len nicht erfiillbar; es gibt keine reelle Zahl,
die - fiir z eingesetzt - eine wahre Aussage
entstehen lésst.

Wir sehen deutlich, dass der Term unter der
Wurzel, b2 —4a - ¢, dariiber entscheidet, wie viele
Losungen die quadratische Gleichung hat. Ist er

e

positiv, so konnen wir die Wurzel ziehen und er-
halten zwei verschiedene reelle Losungen. Ist er
gleich Null, so hat auch die Wurzel den Wert 0,
und es entsteht eine reelle Doppellosung. Ist er
aber negativ, so gibt es gar keine reelle Losung.
WEeil dieser Term so wichtig ist, hat er einen ei-
genen Namen erhalten: Er heisst Diskriminan-
te (lat.: discriminare = unterscheiden). Er un-
terscheidet also, welche Situation beziiglich der
Anzahl Losungen jeweils vorliegt.

Definition:
Bei einer quadratischen Gleichung a-x?+b-
x+c=0,(a#0) wird der Term

D:=b—4a-c
Diskriminante genannt. Es gilt zudem:

D > 0: Die Gleichung besitzt zwei reelle
Lésungen

_ —b++vD

1
2a
~b—+vD
Tg = ——.
2a
D = 0: Die Gleichung besitzt eine reelle
Doppellisung
—b
r=—.
2a

D < 0: Die Gleichung besitzt keine re-
elle Losung.

Damit haben wir die quadratische Gleichung
endgiiltig und auf befriedigende Weise gelost. Je-
de solche Gleichung, die uns irgendwann und ir-
gendwo begegnen wird, konnen wir sofort dahin-
gehend untersuchen, wie viele reelle Losungen
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sie hat, und dank der Formel kénnen wir die
Losungen auch mit Leichtigkeit berechnen. Wir
sind nun also in der Lage, jede Polynomglei-
chung ersten und zweiten Grades miihelos zu
16sen. Das ist eigentlich ein Gliicksfall: Selten in
der Mathematik kann man eine so vollstindige
und befriedigende Ubersicht iiber alle méglichen
Félle einer ganzen Klasse von Gleichungen ge-
winnen. Man mag das bedauern; andererseits
kann man aber andere Gleichungen auch als in-
teressante Herausforderungen sehen.

Die umgekehrte Frage

Bisher sind wir immer von quadratischen Glei-
chungen ausgegangen und haben nach ih-
ren Losungen gesucht. Umgekehrt kann man
natiirlich auch fragen, wie viele und welche
Gleichungen wohl ein vorgegebenes Set von
Losungen erfiillen. Betrachten wir sofort ein Bei-
spiel: Wir erfahren, dass jemand eine quadrati-
sche Gleichung gelost und die beiden Losungen
21 = —4 und x5 = 1/3 erhalten hat. Kénnen wir
daraus die Gleichung eindeutig rekonstruieren?

Nun, es fillt uns sicher leicht, eine konkrete
quadratische Gleichung zu nennen, die die vor-
gegebenen Losungen besitzt. Dazu miissen wir
nur an Linearfaktoren denken:

1
(z+4)-(a=3)=0
11 4
2
“r—-=0.
-~ x+3x 3

Diese Gleichung besitzt offenbar die verlangten
Losungen, denn wenn man fiir x die Zahl —4
einsetzt, wird der erste Faktor (und somit die
ganze linke Seite) 0, und wenn man fiir z die
Zahl 1 einsetzt, wird der zweite Faktor (und so-
mit die ganze linke Seite) 0. Ist das die einzige
quadratische Gleichung, die das vorgegebene Set
an Losungen besitzt?
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Nein. Wir koénnen obige Gleichung mit jeder
reellen Zahl ungleich 0 multiplizieren und erhal-
ten eine neue Gleichung, ohne dass sich freilich
die Losungsmenge verdndert. Also zum Beispiel:

Multiplikation mit 3 liefert
32% + 11z — 4 =0.

Multiplikation mit —6 liefert
—62% — 220 +8 =0.

und so weiter. Wenn wir uns eine quadrati-
sche Gleichung représentiert denken durch das
3-Tupel (a,b,c) ihrer Koeffizienten, so gibt es
also unendlich viele Gleichungen zu einem vor-
gegebenen Set von Losungen. Freilich sind sie al-
le 4quivalent. Wenn wir allerdings fordern, dass
a = 1 sein soll, dann gibt es bloss eine einzige
Gleichung, in unserem Beispiel eben die Glei-

chung

$2+Ex—%—0
3 3

Der Satz von Vieta

Der franzosische Mathematiker Francois Viete
hat diese Frage in seinem Buch ,De aequa-
tionum recognitione et emendatione Tractatus
duo“ allgemein behandelt. Angenommen, zwei
(nicht zwingend unterschiedliche) reelle Zah-
len ;7 und zo seien vorgegeben. Wie kann
dann leicht eine quadratische Gleichung gefun-
den werden, die genau die verlangten Lésungen
besitzt? Offenbar kann eine solche Gleichung ge-
funden werden, indem man die Linearfaktoren
(x — 1) und (x — x2) miteinander multipliziert
und das Produkt gleich 0 setzt:

(x—z1) (x—22) =0
< $2—($1+$2)-CIJ+3§1'$2=0.

———
b
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Nach dem Ausmultiplizieren wird der Zusam-
menhang zwischen den Losungen und den Koef-
fizienten iiberdeutlich: Sind die beiden Lésungen
1,79 € R vorgegeben, so kann man leicht eine
quadratische Gleichung mit erstem Koeffizien-
ten 1 und den verlangten Losungen angeben, in-
dem man fiir b die negative Summe und fiir ¢
das Produkt der beiden Losungen wéhlt. Dies
ist der Satz von Vieta:

Satz: (Satz von Vieta)

Sind x1,x2 € R worgegeben, so besitzt die
quadratische Gleichung mit den Koeffizien-
ten

a=1
b:—(l‘l—i-.%'g)
C=X1"X9

gerade die verlangten Ldsungen.

Betrachten wir ein Problem aus dem antiken
Babylonien: Ein Rechteck ist gesucht, welches
den Umfang 20 und den Flicheninhalt 5 besitzt.

€2

X1

Wir wissen also, dass 1 + z9 = 10 und dass
x1 - 9o = b ist. Nach dem Satz von Vieta folgt,
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dass die gesuchten Zahlen die Losungen der Glei-
chung
2 — 10z +5=0

sein miissen. Indem wir also diese Gleichung
16sen, finden wir die gesuchten Seitenléngen:

10 & /100 — 2
:1::0 200 O:5i2\/5.

Betrachten wir noch ein zweites Beispiel: Je-
mand versichert uns, dass die Gleichung

22 —20x+51=0

ganzzahlige Losungen besitzt. Konnen wir sie
ganz leicht finden? Ja, in der Tat: Vieta sagt
uns, dass 51 das Produkt und 20 die Summe
der beiden Losungen ist, und da 51 = 3 - 17 ist,
kommen als Losungen nur die Zahlen 3 und 17
in Frage. Und tatséichlich ist

2% — 20z + 51 = (x — 3) - (z — 17).

Zum Schluss soll noch ergéinzt werden, dass es
den Satz von Vieta auch fiir Polynomgleichun-
gen hoheren Grades gibt. Die Idee ist ja leicht
verallgemeinerbar. Soll etwa eine Polynomglei-
chung 3. Grades gefunden werden, welche genau
die vorgegebenen Losungen x1,x92,r3 € R be-
sitzt, so konnen wir eine solche Gleichung sofort
angeben:

(r—x1) (z—x2)  (x —x3) =0.

Durch Ausmultiplizieren findet man dann:

b
x° —(z1 4+ 22 + x3) z2
+ (x122 + 1123 + T23) T —T1X273 = 0.
d
C

Mit anderen Worten:
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Satz: (Satz von Vieta fiir Grad 3)
Sind x1, x2, 3 € R vorgegeben, so besitzt die
kubische Gleichung mit den Koeffizienten

a=1
b:—($1+x2—|—x3)
C=x1 T2+ T T3+ 2Ty T3

d:—l‘l'SL'Q':L‘g

gerade die verlangten Losungen.

Und in analoger Weise ldsst sich eine solche
Aussage fiir alle Polynomgleichungen hoheren
Grades machen.

Gleichungen, die auf quadrati-
sche Gleichungen fiihren

In der Praxis liegen Gleichungen oftmals nicht in
einer ,Normalform“ vor. Vielmehr kommen sie
in einer Form daher, die ihren Entstehungspro-
zess abbildet: Irgendein konkretes Problem wird
formalisiert, und so entsteht dann eine Glei-
chung. Und manchmal kann es sein, dass eine
solche Gleichung sich nach entsprechender Um-
formung als Polynomgleichung 2. Grades ent-
puppt und folglich mit den in dieser Sequenz er-
arbeiteten Methoden erfolgreich bearbeitet wer-
den kann. Wir wollen hier drei verschiedene T'y-
pen von héufig vorkommenden Gleichungen un-
tersuchen, die - nach entsprechender Bearbei-
tung - zu Polynomgleichungen 2. Grades wer-
den.
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Bruchgleichungen
Betrachten wir etwa die Gleichung
x n 2 _ 2
r—3 20—-6 22-9

Durchaus nicht alle Bruchgleichungen lassen
sich in quadratische Gleichungen umformen,
aber bei dieser hier wird es gelingen, auch wenn
das vielleicht nicht auf den ersten Blick ersicht-
lich ist. Unabhéngig davon, ob wir das nun ah-
nen oder nicht, werden wir diese Gleichung si-
cherlich so anpacken miissen, dass wir sie mit
dem Hauptnenner multiplizieren. Was ist der
Hauptnenner? Nun, wegen

2 — 6 =2(x — 3)

und
2?2 —9 = (z+3)(z —3)

lautet der Hauptnenner so: 2(z + 3)(z — 3).
Gleichzeitig miissen wir festhalten, dass gewisse
Werte fiir  gar nicht in Frage kommen, weil
sonst 0 in einem Nenner entsteht. Keinesfalls
diirfen wir fiir = eine der Zahlen 3 oder —3 ein-
setzen. Sollte der Auflésungsprozess also auf ei-
ne dieser Zahlen fiihren, so miissten wir sie als
Scheinlésung verwerfen. Als Losungen in Frage
kommen nur Zahlen aus der Menge R\{—3,3}.

Multiplikation mit dem Hauptnenner und an-
schliessendes Vereinfachen fiithrt auf:

2e(x+3)+2(x+3)=2-2

&= 20% + 6 +22+6 =4
& 202 +8x+2=0
p== $2+4LL‘—|—1:O.

Es ist also tatsdchlich eine quadratische Glei-
chung entstanden, und deren Losung bereitet
uns nun keinerlei Miihe mehr. Wir erhalten:

L:{—2—\/§,—2+\/§}.
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Merken wir uns, dass Bruchgleichungen gele-
gentlich auf quadratische Gleichungen fiihren,
und wenn man so viel Gliick hat, dann gelingt
die Auflosung leicht mit den in dieser Sequenz
behandelten Methoden.

Biquadratische Gleichungen

Betrachten wir die Gleichung
z* — 132% + 36 = 0.

Man konnte versucht sein, vorschnell das Hand-
tuch zu werfen, denn das ist eine Polynomglei-
chung 4. Grades, und bei einer solchen erwar-
tet man vielleicht ganz schwerwiegende Proble-
me. Ein zweiter Blick verréit aber, dass eine ganz
spezielle Situation vorliegt: Der Grad 4 lésst sich
zwar nicht wegdiskutieren, aber es fillt auf, dass
abgesehen von der Konstanten bloss ein Term
mit 22 und einer mit z* vorkommen; insbeson-
dere fehlen also die Summanden mit ungerader
Potenz von x. Kann man das nicht irgendwie
ausnutzen?

Man kann. Und zwar so: Wir fiihren
voriibergehend eine neue Variable, zum Beispiel
z, ein, die fiir 2% stehen soll:

Substitution z := z°.

Ersetzt man in der Gleichung nun 22 durch z
und folglich z* durch 22, so wird der Erfolg die-
ses Schrittes sofort deutlich:

22— 132+ 36 = 0.

Es entsteht sofort eine gewthnliche quadratische
Gleichung, die wir leicht nach z auflésen kénnen:

134+v169—-4-36 13+£5
z = = .
2 2

Somit ist z € {4,9}. Nun erinnern wir uns daran,
dass z fiir 22 eingefithrt worden ist. Es ist also

e

22 € {4,9}. Und daraus finden wir schliesslich
vier Losungen fiir die Variable x, namlich L, =
{~2,2,-3,3).

Wire eine der Losungen fiir z negativ und die
andere positiv gewesen, hétten wir aus der nega-
tiven keine Losungen fiir x ableiten kénnen, da
ein Quadrat ja nicht negativ sein kann; es héatte
dann insgesamt nur zwei Losungen fiir x gege-
ben. Wiren sogar beide z-Werte negativ gewe-
sen, hitten wir insgesamt keine einzige Losung
fiir x gefunden.

Gleichungen dieser Art heissen biquadratisch
(doppelt quadratisch). Wenn immer eine Poly-
nomgleichung 4. Grades in der speziellen Form
a-z*+c- 22+ e =0 (also ohne die ungeraden
Potenzen der Unbekannten) vorliegt, dann fithrt
der Substitutionsschritt

2= x?
sofort auf eine quadratische Gleichung, die folg-
lich leicht gelost werden kann.

Merken wir uns:

Definition:
Polynomgleichungen der Form

a- 2t +c 2’ +e=0

heissen  biquadratische Gleichungen.
Der Substitutionsschritt z := x? fiihrt sofort
auf eine quadratische Gleichung, die dann
nach z aufgeldst werden kann.

Whurzelgleichungen

Betrachten wir die Gleichung

VI~ 154V =Vz 0.
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Offenbar handelt es sich hierbei um eine Wurzel-
gleichung, und es ist nicht sofort klar, ob ein Zu-
sammenhang zu quadratischen Gleichungen exi-
stiert und worin dieser allenfalls besteht. Aber
unabhéngig davon, ob ein solcher Zusammen-
hang nun existiert oder nicht, scheint die einzige
Chance, die Gleichung zu l16sen, darin zu liegen,
dass wir beide Seiten der Gleichung quadrieren:

Vo —15+ Ve =vr+9
= (Ve —154+v2) =z +9
& x—15+2m-\/§+x:x+9
& 20Wr —15-x =24 — x.

Die lastigen Wurzeln sind zwar noch immer
nicht verschwunden, gleichwohl sieht die Glei-
chung nun einfacher aus. Wie kénnen wir die
verbliebenen Wurzeln eliminieren? Nun, ganz
einfach, durch erneutes Quadrieren beider Sei-
ten:

20r—15-Vrx=24—=z
= 4(x — 15) - & = 576 — 48z + 22
& 4z% — 60x = 576 — 48z + z°
& 322120 -576=0
& x? —4x —192=0.

Erneut konnten wir das Problem auf eine simple
quadratische Gleichung reduzieren. Wenn man
diese auflost, so erhédlt man 7 = 16 und x9 =
—12.

Hier ist aber Vorsicht geboten. Da wir zwei-
mal quadriert haben, konnte es sein, dass
Scheinlésungen entstanden sind, also Zahlen, die
zwar die Aussageform 2% —4x — 192 = 0 erfiillen,
aber nicht die urspriingliche Aussageform. Ein
Test in der Ursprungsgleichung zeigt schnell,
dass £ = —12 nicht funktionieren kann, da sonst
die Wurzel einer negativen Zahl entsteht. Die
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Zahl x = 16 allerdings klappt. Wenn man sie
in die Ursprungsgleichung einsetzt, entsteht ei-
ne wahre Aussage:

V16 — 15 +v16 = V16 + 9
= 1+4=05.

Wir merken uns also, dass das Umformen von
Waurzelgleichungen gelegentlich auf quadrati-
sche Gleichungen fithren kann, dass durch den
Umformprozess aber Scheinlésungen entstehen
koénnen, die nur durch konsequentes Testen in
der Ursprungsgleichung entlarvt werden kénnen.



