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LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
Was ist ein LGS?

Wir haben bereits einige Beispiele sogenannter
linearer Gleichungssysteme angetroffen. Ein [i-
neares Gleichungssystem (LGS) ist eine endliche
Menge linearer Gleichungen, die allesamt Aus-
sageformen iiber dieselben Unbekannten sind.
Wollen wir prézisieren, dass m lineare Gleichun-
gen vorliegen, und dass jede davon eine Aussa-
geform in denselben n Unbekannten ist, dann
sprechen wir von einem m x n -LGS. Dies ist
zum Beispiel ein 3 x 3 -LGS,

I gr+y—2z = 1
II| —z4+13y+2z =
111 20 —8y+2z = 9,

weil 3 lineare Gleichungen und 3 Variablen vor-
kommen. Die erste genannte Zahl driickt also
immer die Anzahl Gleichungen aus, wahrend die
zweite die Anzahl Unbekannte angibt.

m X n — LGS, m,n € Nxg.
Anzahl  Anzahl
Gleich. Unbek.

Und dies ist folglich ein 2 x 3 -LGS:

I Tr—3y+z = 1
I -0b5x+y+2z =

Fin solches System zu 16sen, bedeutet natiirlich,
je eine Belegung fiir jede der Unbekannten zu
finden, so dass sémtliche Gleichungen simultan
zu wahren Aussagen werden. Im ersten Beispiel
miisste jede Losung also die Form eines 3-Tupels
haben, weil wir fiir jede der drei Unbekannten
je eine Belegung finden miissen. Sollte jemand
vorschlagen, dass (1,2,3) eine Losung des obi-
gen 3 x 3 -LGS ist, so konnten wir das leicht
iiberpriifen, indem wir iiberall fiir die erste Va-
riable, also x, den Wert 1, fiir die zweite, also y,
den Wert 2 und fiir die letzte Variable, also z,

e

den Wert 3 einsetzen. Die linke Seite der ersten
Gleichung wiirde dann zu

8-1+2-3

was offensichtlich nicht 1 ergibt. Der Vorschlag
wire also falsch. Wiirde jemand (1,2,9) als
Losung vorschlagen, so ergéibe der Einsetztest
in der ersten Gleichung die wahre Aussage

8:-1+2-9=1.

Freilich diirften wir das 3-Tupel jetzt nicht vor-
schnell als Losung des LGS akzeptieren. Ein 3-
Tupel ist ja nur dann eine Losung des Systems,
wenn alle Gleichungen simultan erfiillt sind. Der
Einsetztest in der zweiten Gleichung wiirde aber
die falsche Aussage

—1+13-249=6

liefern. Daher miissten wir auch diesen zweiten
Vorschlag verwerfen. Halten wir also fest:

MERKE:

Ein m xn -LGS zu 16sen, bedeutet, alle n-Tupel
zu finden, die, eingesetzt in die n Unbekannten,
alle m Gleichungen simultan zu wahren Aussa-
gen werden lassen.

Es soll an dieser Stelle noch betont werden,
dass zur Darstellung der Unbekannten haufig
nicht verschiedene Buchstaben gewéhlt werden.
Man erhélt mehr Flexibilitdt, wenn man immer
denselben Buchstaben wéihlt, diesen aber indi-
ziert. Im Falle unseres ersten Beispiels sdhe das
SO aus:

I 8$1 +x90 —x3 = 1
II| —21+13z04+23 = 6
11T 201 —8x2+x3 = 9.

Gerade bei vielen Unbekannten hat das den
Vorteil, dass man die Anzahl Unbekannte auf
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einen Blick erkennt und dass man nicht miithsam
abzédhlen muss, die wievielte Variable man nun
eigentlich meint. Ein beliebiges m x n -LGS hat
dann diese Gestalt:

I a1,1T1 +a12T2 + ... + a1 Ty = by
II 2,11 + 0222 + ... + a2 pTy = by
»M* Am1T1 + am 222 + ... + Ay nTn = by

mit irgendwelchen reellen Koeffizienten a; j,
(I<i<m,1<j5<n).

Ein LGS mit Substitutionen
10sen

Fragen wir uns nun, wie ein LGS geltst werden
kann, und betrachten wir dazu erneut das Bei-
spiel
1 qr+y—2z = 1
| —z+13y+2 = 6
| 2x—-8y+z = 9.

Naheliegend ist die Idee, eine Gleichung nach ei-
ner Unbekannten aufzulésen und die so gewon-
nene Information dann in die restlichen Glei-
chungen einzusetzen. Tut man dies wiederholt,
so arbeitet man nach der Substitutionsmethode.
Das soll hier detailliert erldutert werden:

Zunéchst ist es grundsétzlich unerheblich, fiir
welche Gleichung und welche Unbekannte wir
uns entscheiden. Es sind nur strategische Argu-
mente, die uns hierbei leiten kénnen. Bei welcher
Gleichung gelingt uns das Auflésen nach welcher
Unbekannten am leichtesten? Wo entstehen die
angenehmsten Zahlen? Und so weiter.

Wir kénnen uns zum Beispiel dazu entschlies-
sen, die erste Gleichung nach der Variablen z
aufzultsen:

I & z=8r+y—-1.

e

Nun kénnen wir die so gewonnene Beziehung in
beiden restlichen Gleichungen einsetzen und die
erste Gleichung damit weglassen

IV | —z+13y+ Bz +y—1) 6
I | 22—8y+@Bz+y—1) = 9.

Warum diirfen wir die erste Gleichung nun weg-
lassen? Ganz einfach: Die Information von Glei-
chung I ist ja nicht verschwunden, sie wurde viel-
mehr in die beiden restlichen Gleichungen einge-
setzt. Wir haben sozusagen die Information von
I in eine Spritze aufgezogen und sie dann in al-
le restlichen Gleichungen injiziert. Damit ist uns
aber etwas ganz Wesentliches gelungen: Wir ha-
ben das LGS némlich ,eingekocht“. Wir haben
es um eine Gleichung und eine Unbekannte re-
duziert auf nur noch ein 2 x 2 -LGS und sind so-
mit der Losung einen Schritt ndher gekommen.
Das wird noch deutlicher, wenn man im neuen,
kleineren System ein paar naheliegende Verein-
fachungen vornimmt:

Il | —z+13y+Bz+y—1) = 6
I | 20—8y+@Bz+y—1) = 9
=

IV |7z +14y = 7
Il | 10z —7y = 10
<~

1r z+2y = 1
Ir {10z — 7y = 10.

In diesem neuen 2 x 2 -LLGS kénnen wir das Sub-
stituieren in ganz natiirlicher Weise fortsetzen.
Wir 16sen zum Beispiel die Gleichung II° nach
x auf und setzen die gewonnene Information in
allen restlichen Gleichungen, hier also einfach in
Gleichung III*, ein:

r < x=1-2y.
Substituieren in III* liefert:

I | 101 —2y) -7y = 10.
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Damit ist es uns gelungen, das System noch wei-
ter ,einzukochen“. Es ist nun lediglich noch vom
Format 1 x 1. Diese eine Gleichung kénnen wir
leicht nach y auflésen:

10(1 — 2y) — 7y = 10

& 10 — 20y — Ty = 10
& —27y =20
& y=0.

Damit wissen wir: Wenn es iiberhaupt ein 3-
Tupel von Zahlen gibt, fiir welches alle drei Glei-
chungen des originalen LGS zu wahren Aussagen
werden, so muss die mittlere Zahl 0 sein. Anders
gesagt, der Variablen y muss auf alle Félle der
Wert 0 zugewiesen werden. Wie steht es um die
restlichen Variablen? Deren Werte lassen sich
nun eindeutig festlegen. Wir hatten ja unter an-
derem die Beziehung

Ir & xz=1-2

hergeleitet. Da y der Wert 0 zugewiesen werden
muss, folgt unmittelbar, dass wir x den Wert 1
zuweisen miissen. Und da wir auch die Bezie-
hung

I & z2z=8x+y—1

gefunden hatten, folgt nun, dass z der Wert 7
zugeordnet werden muss. Wir finden also genau
ein 3-Tupel, welches Losung des originalen LGS
ist:

L={(1,0,7)}.

Finzig fiir dieses 3-Tupel werden alle drei linea-
ren Gleichungen simultan zu wahren Aussagen.
Natiirlich stellt sich sogleich die Frage, ob das
wohl eine typische Situation ist oder nicht? Ge-
nauer: Wie viele Losungen erwarten wir von ei-
nem LGS? Trifft es zum Beispiel zu, dass ein
LGS, welches gleich viele Gleichungen wie Un-
bekannte enthélt, immer genau eine Losung hat?

e

Wir verschieben die Diskussion dieser interes-
santen Frage noch etwas und versuchen stattdes-
sen, die Substitutionsmethode anzuwenden auf
das folgende 2 x 3 -LGS:

I Tr—3y+z = 1
II| -05z+y+2z =

Ohne viel Miihe kénnen wir die erste Gleichung
nach der Variablen z auflosen:

I & z=-7Tx+3y+1.

Diese Information muss nun in allen restlichen
Gleichungen eingesetzt werden, hier also bloss
in der einen, die noch iibrig ist:

ID | =05z +y+2(-Tz+3y+1) = 4.
Eine naheliegende Termumformung fithrt auf:
Il | -1452+7y = 2.

Wir sehen, es ist unméglich, daraus eindeutige
Werte fiir die drei Variablen zu finden. Wir lan-
den bei einer linearen Gleichung in zwei Unbe-
kannten, die natiirlich unendlich viele Lésungen
hat. Eine der beiden Gréssen z und y kénnen
wir offenbar frei wihlen; wenn wir das aber tun,
dann sind die beiden restlichen Variablen ein-
deutig festgelegt. Setzen wir zum Beispiel fiir x
die beliebige reelle Zahl r ein, so ist

1457 +2
N 7

und

z=—-Tr+3y+1
43.57 + 6

=+ =22
P+

_ —55r+13
T
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und somit

L:{(r, 14.5r + 2 —5.5T+13) 'TER}.

7 ’ 7

In diesem Beispiel finden wir unendlich viele
Losungen, und das ist durchaus plausibel, wenn
wir bedenken, dass nur zwei Gleichungen eben
nicht ausreichen kénnen, um drei Unbekannte
eindeutig festzulegen.

Merken wir uns die Vorgehensweise bei der
Substitutionsmethode gut:

SUBSTITUTIONSMETHODE

Wihle eine erste Gleichung und l6se sie
nach einer Variablen, zum Beispiel x,
auf: © = Term ohne .

Ersetze (substituiere) in allen restlichen
Gleichungen diese Unbekannte durch
den im ersten Schritt erhaltenen Term.

Vereinfache alle Gleichungen.

War das System vorher vom Format
m X n, so ist es nun vom Format (m —
1) x (n—1).

Fahre so fort, bis eine einzige Gleichung
erreicht ist.

Lose diese, und lege dann alle Unbe-
kannten fest. Notiere als Losungsmenge
die Menge aller n-Tupel, fiir die alle
Gleichungen des Systems simultan zu
wahren Aussagen werden.

e

Ein LGS mit der Additionsme-
thode 16sen

Betrachten wir das folgende 2 x 2 -LGS:

I|—2x+4+2y = 1
I 3z—-2y = 17.

Hier konnte uns die speziell angenehme Situa-
tion auffallen, dass die erste Gleichung den
Term ,+2y“ und die zweite Gleichung den
Term ,,—2y*“ enthélt. Offenbar heben sich die-
se Terme gerade auf, wenn man sie addiert.
Konnen wir aus dieser Beobachtung eine effizi-
ente Losungsmethode gewinnen? In der Tat, das
geht, wir miissen dazu nur die beiden Gleichun-
gen addieren. Was bedeutet das genau?

Die erste Gleichung stellt die Gleichheit zwei-
er Terme fest, ndmlich der linken und der rech-
ten Seite. Dasselbe tut die zweite Gleichung.
Da also die linke Seite der ersten Gleichung
gleich der rechten Seite der ersten Gleichung und
gleichzeitig die linke Seite der zweiten Gleichung
gleich der rechten Seite der zweiten Gleichung
ist, ist natiirlich auch die Summe der beiden lin-
ken Seiten gleich der Summe der beiden rech-
ten Seiten. Und genau das meinen wir, wenn wir
sagen, wir addieren die beiden Gleichungen. In
Wirklichkeit addieren wir die beiden linken Sei-
ten und stellen fest, dass diese Summe gleich der
Summe der beiden rechten Seiten ist:

IL+II |22 4+0 = 18.

Der Erfolg zeigt sich unmittelbar. Durch Additi-
on ist die zweite Unbekannte verschwunden, und
wir haben bloss noch eine - ebenfalls lineare -
Gleichung in einer Unbekannten, die nun leicht
losbar ist: = 9. Durch Einsetzen in eine der
beiden urspriinglichen Gleichungen finden wir,
dass y = 5 sein muss. Somit hat das LGS die
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eindeutige Losung

L={(9,5)}

Betrachten wir das LGS erneut:

I|—2z+4+2y =1
II| 3z—2y = 17.

Alternativ zur eben gezeigten Vorgehensweise
hétten wir auch so verfahren kénnen: Multipli-
ziert man I mit 3, so entsteht gerade der Term
,—3x“, welcher sich dann bei Addition zu ,,3z“
aufhebt. Manchmal ist es also durchaus sinnvoll,
zuerst eine der Gleichungen mit einer geeigne-
ten Zahl so zu multiplizieren, dass anschliessend
bei der Addition eine Unbekannte verschwindet.
Hier sieht das so aus: Multiplikation von I mit 3
liefert das neue System

ri-3z+6y = 3
1r 3r —2y = 17.

Addieren wir nun die beiden linken und auch die
beiden rechten Seiten, so ergibt sich

I +I1| 044y = 20.

Daraus errechnen wir sofort y = 5 und dann -
nach Einsetzen in eine der Originalgleichungen
-x=9.

Wie funktioniert die Additionsmethode bei
grosseren Systemen? Nehmen wir uns dazu er-
neut das schon weiter oben geloste 3 x 3 LGS

I 8r+y—2z = 1
| —=x+13y+2z =
| 2x—-8+z = 9

vor. Es fallt auf, dass man die linken respektive
rechten Seiten der Gleichungen I und II addieren
kann, um die Variable z loszuwerden:

L+ | 7Tz + 14y +0 = 7.

e

Wir geben dieser Gleichung die Nummer IV und
vereinfachen sie gleich:

IV‘x+2y = 1

Jetzt miissen wir einen weiteren Additions-
schritt vornehmen. Dabei ist aber entscheiden,
dass wir auch wieder die Variable z eliminieren.
Wiirden wir eine andere Unbekannte wegschaf-
fen, so hétten wir nachher mit den Gleichungen
IV und V zwar eine Gleichung weniger als am
Anfang, aber noch immer alle drei Unbekannten.
Ferner ist es entscheidend, dass wir nun Glei-
chung III benutzen, die bisher noch nicht zum
Einsatz gekommen ist. Ob wir sie allerdings zu-
sammen mit I oder mit IT benutzen, ist einerlei
und bloss eine Geschmacksfrage.

Wir machen es uns hier ganz einfach und ar-
beiten mit den Gleichungen I und IIT weiter. Ad-
dition der linken respektive rechten Seiten lie-
fert:

L+ | 10z —7y+0 = 10.
Das ist nun unsere Gleichung Nummer V:
V |10z -7y = 10.

Nun ist dasselbe erreicht wie bei der Substituti-
onsmethode nach dem ersten Einsetzschritt: Wir
haben das LGS ,eingekocht“, wir haben es auf
das Format 2 x 2 reduziert:

v z+2y = 1
V| 10z -7y 10.

Wie man jetzt fortfahrt, ist wiederum Ge-
schmackssache. Wir konnen die Substitutions-
methode benutzen oder der Additionsmethode
treu bleiben. Wir entscheiden uns fiir das zwei-
te. Nun muss aber zwingend eine der beiden
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Gleichungen geeignet multipliziert werden, da-
mit bei der anschliessenden Addition eine Va-
riable entfallt. Wir multiplizieren zum Beispiel
IV mit —10:

101V | =10z — 20y = —10
V| 10z-7y = 10.

Addition der linken respektive rechten Seiten lie-
fert nun —27y = 0 und somit y = 0. Durch Ein-
setzen in V erhalten wir x = 1 und durch Ein-
setzen in eine der Originalgleichungen z = 7 .
Auch die Additionsmethode liefert natiirlich die
eine eindeutige Losung

L=1{(1,0,7)}.

Merken wir uns auch die allgemeine Vorgehens-
weise bei der Additionsmethode:

ADDITIONSMETHODE

Multipliziere die Gleichungen I und II
mit geeigneten Zahlen so, dass bei Ad-
dition I+II eine Unbekannte, etwa =,
rausfallt.

Wiederhole diesen Schritt mit den Glei-
chungen I+I1II, I+IV, und so weiter. Eli-
miniere aber jedes Mal dieselbe Varia-
ble x. (Allgemeiner kénnte man sagen,
dass insgesamt n—1 Paarbildungen von
Gleichungen nétig sind, bei denen im-
mer dieselbe Variable eliminiert wird.)

War das System vorher vom Format
m X m, so ist es nun vom Format (m —
1) x (n—1).

Fahre so fort, bis eine einzige Gleichung
erreicht ist.

e

Lose diese, und lege dann alle Unbe-
kannten fest. Notiere als Losungsmenge
die Menge aller n-Tupel, fiir die alle
Gleichungen des Systems simultan zu
wahren Aussagen werden.

Wir haben mehrfach die Frage gestreift, wie
viele Losungen ein m x n -LGS eigentlich haben
kann. Im nichsten Abschnitt versuchen wir, dar-
auf eine befriedigende Antwort zu geben.

Wie viele L6ésungen hat ein 2 X 2
-LGS?

Betrachten wir das folgende LGS:

I| 4z-3y =
I —2z+4+3y = 1L

Wir koénnen jede dieser Gleichungen im Koordi-
natensystem darstellen, indem wir 2-Tupel su-
chen, die beide Gleichungen erfiillen. Besonders
einfach gelingt das, wenn wir die Gleichungen
nach y auflésen, sofern das geht:

Ily = %x—%
Iy = 2z+3

Nun ist es ein Leichtes, zu beliebig gewéhlten x-
Werten die zugehorigen y-Werte zu berechnen.
Wahlt man etwainlxz = 1, so erhélt man y = 0,
und mit jeder Erhohung von x um 3 wéchst y
um 4 an. Die folgende Gerade stellt somit alle 2-
Tupel (z,y) dar, die Gleichung I zu einer wahren
Aussage machen:
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A
Y

Wéihlt man dann in IT x = 1, so erhéilt man
y = 1, und mit jeder Erhéhung von x um 3
wéchst y um 2 an. Wir zeichnen also die Gerade
aller 2-Tupel, die Gleichung II erfiillen dazu und
erhalten die folgende Grafik:

Nun wird klar, dass es genau ein 2-Tupel gibt,
welches beide Gleichungen simultan erfiillt, und
dies ist das 2-Tupel, welches zum Schnittpunkt
der beiden Geraden gehort:

Losung des LGS

Freilich ist es nicht sinnvoll, die Loésung aus
der Grafik abzulesen. Ob die z-Koordinate des
Losungs-Tupels nun genau 2.5 betriagt oder doch
vielleicht 2.45 oder 2.437, kann unmoglich ge-
nau herausgelesen werden. Aber das bringt uns
nicht in Verlegenheit. Wir haben ja Methoden
entwickelt, wie die Losung eines solchen LGS
berechnet werden kann. Tut man dies, so erhélt
man L = {(2.5,2)}.

Von entscheidender Bedeutung an dieser Stel-
le ist ein ebenso einfaches wie elegantes Argu-
ment: Da jede der beiden Gleichungen eines 2 x 2
-LGS als Gerade in einem Koordinatensystem
dargestellt werden kann, kann es beziiglich der
Anzahl Losungen des Systems nur die drei fol-
genden Fille geben:

1. Die beiden Geraden schneiden sich. Dann
gibt es genau eine Losung des Systems.
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2. Die beiden Geraden sind parallel (und lie-
gen nicht aufeinander). Dann besitzt das
System keine Losung.

A

Y

3. Die beiden Geraden liegen aufeinander.

Dann besitzt das System unendlich viele
Losungen.

A
Y

Y

Insbesondere ist es also unmoglich, dass ein 2 x 2
-LGS genau zwei oder genau sieben oder genau
neunzehn Loésungen hat. Wenn es nicht eindeu-
tig losbar ist, dann hat es entweder gar keine
oder aber unendlich viele Losungen - jedenfalls
dann, wenn man als Grundmenge fiir beide Va-
riablen R wéhlt.

Betrachten wir zu den Fiillen 2.) und 3.) je ein
Beispiel. Dem LGS
I| 4a—-3y = 4
I —z+ %y = 2

e

siecht man vielleicht nicht auf den ersten Blick
an, dass eine spezielle Situation vorliegt. Multi-
pliziert man allerdings Gleichung IT mit —4, so
wird es deutlicher:

1|4z -3y = 4
(=4)II |42 -3y = -8

Es ist offenbar unmoglich, zwei Zahlen x und y
so zu finden, dass der Term 4z — 3y gleichzei-
tig den Wert 4 und den Wert —8 hat. Das LGS
besitzt also keine Losung. Die zugehorigen Ge-
raden sind parallel.

Ebenso sieht man dem LGS
1| 42 -3y = 4
II|—z+3y = -1

vielleicht nicht auf den ersten Blick an, dass ei-
ne spezielle Situation vorliegt. Multipliziert man
allerdings Gleichung IT mit —4 , so wird es deut-
licher:

|4z -3y = 4
(—=4)11 |4z -3y = 4.

Die beiden Aussageformen sind nun identisch,
liefern also dieselbe Gerade im Koordinatensy-
stem. Das System besitzt daher unendlich viele
Losungen.

Singulédr und Regulir

Da die Anzahl Losungen eines LGS eine sehr
wichtige Grosse ist und man sich iiblicherweise
genau eine Losung wiinscht, hat man in der
Mathematik Fachbegriffe eingefiihrt, die diesen
Sachverhalt charakterisieren. Ein LGS heisst
singuldr, wenn es gar keine Losung oder aber
unendlich viele Losungen hat und sonst reguldr.
Natiirlich bilden regulére Systeme mit genau ei-
ner Losung den Normalfall. Prigen wir uns also
ein:
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Definition:

Ein LGS, das eine eindeutige Losung hat,
heisst reguldr.

Ein LGS mit leerer Lisungsmenge oder un-
endlich vielen Ldésungen heisst singuldr.

Genau genommen haben wir erst fiir ein 2 X
2 -LGS nachgewiesen, dass es beziiglich der
Anzahl Losungen keine weiteren Moglichkeiten
gibt. Wie ist denn das fiir beliebige lineare Glei-
chungssysteme?

Wie viele Lésungen hat ein 3 X 3
-LGS?

Wir haben schon weiter oben erwéhnt, dass ei-
ne lineare Gleichung in drei Unbekannten im
Raum als eine Ebene dargestellt werden kann.
Zum Beispiel ergibt die Gleichung

6z + 10y + 152 —30=0

bei graphischer Darstellung in einem dreidimen-
sionalen Koordinatensystem die folgende Ebene,
die man sich allerdings auf alle Seiten unendlich
fortgesetzt denken muss:

T

Kommt eine weitere lineare Gleichung in den-
selben drei Unbekannten hinzu, so entsteht eine
weitere Ebene, die die erste Ebene im Normal-
fall in einer Geraden schneidet. Und kommt eine
dritte Gleichung in denselben drei Unbekannten
hinzu, so entsteht eine dritte Ebene, die die bei-
den ersten Ebenen im Normalfall so schneidet,
dass insgesamt genau ein Schnittpunkt entsteht.

4

Freilich kann es andere Situationen geben. Es
konnten zwei Ebenen parallel sein, dann besitzt
das LGS offenbar keine Losung, weil sich kein
3-Tupel finden lisst, das auf allen Ebenen zu-
gleich liegt. Oder es kénnten sich alle drei Ebe-
nen in einer gemeinsamen Geraden schneiden,
dann besitzt das LGS unendlich viele Lésungen.
Es sind zahlreiche Schnittsituationen denkbar,
aber egal, wie die drei Ebenen zueinander ste-
hen, es gibt abermals nur diese drei Félle: Das
LGS besitzt eine eindeutige Losung oder es ist
singuldr und hat somit gar keine Losung oder
unendlich viele.

Wie viele Losungen hat ein be-
liebiges LGS?

Um das zu ergriinden, denken wir uns zunéchst,
dass ein beliebiges n x n -LGS vorliegt, also ein
Gleichungssystem mit gleich vielen Gleichungen
wie Unbekannten. In Gedanken wenden wir die
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Substitutionsmethode an und , kochen das Sy-
stem schrittweise ein“. Im Normalfall wird das
System mit jedem Schritt um eine Gleichung
und eine Unbekannte reduziert:

nxn— (n—1)x(n—1) = (n—2)x(n—2) — ...

Wenn nichts schief geht - und wir miissen nach-
her prézisieren, was das heissen konnte - landen
wir schliesslich bei einem 1 x 1 -LGS, also einer
einzigen linearen Gleichung in nur einer Unbe-
kannten. Bekanntlich hat eine solche Gleichung
genau eine Lésung. Wir konnen also diese eine
Unbekannte in eindeutiger Weise festlegen. In-
dem wir nun durch Riickwértseinsetzen auch al-
le restlichen Unbekannten festlegen, finden wir
am Ende genau ein n-Tupel, welches Losung des
gesamten Systems ist. Es gibt also genau eine
Losung. Oder etwas geht schief. . .

Natiirlich kann es sein, dass zwei der n Glei-
chungen sich gegenseitig widersprechen, wie et-
wa hier:

II |21 —329+4+203—24+725+26¢ = 6

Vi iz —3rs+2x3—x4+705+1¢ = 7

Dann hat das System keine Lésung und ist somit
singulér. Oder es kann sein, dass zwei Gleichun-
gen identisch sind. Wir kénnen dann eine Glei-
chung weglassen und landen bei einem unterbe-
stimmten System. Wir haben dann (mindestens)
eine Gleichung weniger als Unbekannte, und bei
schrittweiser Anwendung der Substitutionsme-
thode findet man schliesslich eine einzige Glei-
chung mit mindestens zwei Unbekannten. Dann
muss es natiirlich unendlich viele Losungen ge-
ben, und das System ist ebenfalls singulér.
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Also gilt auch fiir beliebige nxn -Systeme, was
wir iiber 2 x 2 -Systeme gesagt haben: Es gibt
eine eindeutige Losung - das System ist regulér
- oder das System ist singuldr mit entweder gar
keiner Losung oder unendlich vielen Lésungen.

Zum Schluss denken wir uns ein ganz beliebi-
ges m X n -LGS gegeben. Den Fall m = n haben
wir vorher schon diskutiert. Daher betrachten
wir nun noch die beiden folgenden Fille:

1. Fall: m < n

Das System ist unterbestimmt, denn es hat
weniger Gleichungen als Unbekannte. Es
konnte zum Beispiel so aussehen:

I T1 —dxo +2x3—x4 = 3
II 201 +x9 —4x3+24 = 5
I | =21 4+ 229 + 23 — 224 = 1.

Durch Anwendung der Substitutionsmetho-
de konnten wir dieses System schrittweise
verkleinern:

I x4 —-2x3—=1x2.

Wir wiirden dann also bei einer einzigen
linearen Gleichung in zwei Unbekannten
landen, und diese liesse sich auf unend-
lich viele Arten losen. Darum besésse das
urspriingliche System unendliche viele 4-
Tupel in der Losungsmenge und wére somit
singular.

Allgemein ist es also fast immer zutreffend,
dass ein unterbestimmtes System singulér
mit unendlich vielen Loésungen ist. In Aus-
nahmeféllen kénnte es natiirlich auch so
sein, dass zwei Gleichungen einander wi-
dersprechen, so dass das System gar keine
Losung besitzt.
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2. Fal: m >n

In diesem Fall besitzt das LGS mehr
Gleichungen als Unbekannte; es ist also
tiberbestimmt. Es konnte etwa so aussehen:

Ilx—-3y = 2
I/ 2z—y = 9
nr| ~+y = 7.

Hier kéonnte man etwa so vorgehen, dass
man die iiberzéhligen Gleichungen zunéchst
ausser Acht ldsst und ein quadratisches
Teilsystem 16st. Bei dem Beispielsystem
konnte man also zuerst nur das 2 x 2 -LGS
16sen, das aus den beiden ersten Gleichun-
gen besteht. Man wiirde dann die Losung
x = 5, y = 1 finden. Ein einfacher Ein-
setztest in der dritten Gleichung zeigt dann,
ob dieses Tupel sogar Losung vom Original-
system ist oder nicht. Hier wére das nicht
der Fall, denn 5 4+ 1 ergibt nicht 7. Das
Beispielsystem ist somit singuldr mit lee-
rer Losungsmenge. Es hitte aber auch sein
konnen, dass die Zahlen x = 5 und y = 1
auch die dritte Gleichung erfiillen; dann al-
lerdings wire das Beispielsystem regulér.

Allgemein kann  man  bei  einem
iiberbestimmten LGS so vorgehen, dass
man zunichst ein quadratisches Teilsystem
16st. Im Normalfall liefert das genau ein
Losungstupel. Mit der Einsetzprobe in
den restlichen Gleichungen erkennt man
leicht, ob dieses Tupel tatséchlich Loésung
des gesamten Systems ist oder eben nicht.
Das {iiberbestimmte LGS kann also sin-
guldr mit leerer Losungsmenge oder auch
reguldr sein. Es kann sogar singuldr mit
unendlich vielen Losungen sein - dann
némlich, wenn unter all den Gleichungen so
viele identische Gleichungen vorkommen,
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dass nach Weglassen der ,Kopien“ ein
unterbestimmtes System {iibrigbleibt.

Natiirlich sind all diese Spezialfille eben Aus-
nahmen. In der Regel liegt ein quadratisches und
reguldres System vor. Wichtig ist aber zu ver-
stehen, dass es bei einem beliebigen LGS ausser
den erwahnten Situationen keinen weiteren Fall
geben kann. Ein LGS ist stets regulédr mit genau
einer eindeutigen Losung, oder es ist singulér
und besitzt dann gar keine Losung oder gleich
unendlich viele.

MERKE:

Ein m x n -LGS ist stets entweder re-
guldr und besitzt somit genau ein eindeutiges
Losungstupel, oder es ist singulédr und besitzt so-
mit gar keine Losung oder gleich unendlich viele.

Gausselimination

Die Gausselimination ist ein weiteres Verfahren
(ein Algorithmus) zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen. Es findet sich beispielhaft be-
reits in den Neun Biichern arithmetischer Tech-
nik, einem chinesischen Mathematikbuch, wel-
ches zwischen 200 vor und 100 nach Christus
entstanden ist. Benannt ist es nach dem deut-
schen Mathematiker Carl Friedrich Gauss, der
1810 das allgemeine Verfahren beschrieben und
veroffentlicht hat. Er hat es nachweislich zur Be-
rechnung der Bahn des Asteroiden Pallas zwi-
schen 1803 und 1809 benutzt.

Dieses Verfahren hat verschiedene Vorteile: Es
reduziert den Schreibaufwand stark, es ist effizi-
ent, und es lisst sich relativ leicht in ein Com-
puterprogramm umbauen.
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Abbildung 1: Carl Friedrich Gauss

Die Koeffizienten-Matrix - eine
sparsame Notation

Stellen wir uns vor, wir mo6chten das folgende
LGS l6sen:

I| 2z—y+4+2 = 7
I z2+3y+2z = 1
m|—x—-2y+z = 6.

Konnte man den Informationsgehalt dieses Sy-
stems nicht auch viel kiirzer, ndmlich mit we-
niger Zeichen ausdriicken? In der Tat lédsst sich
das leicht bewerkstelligen. Wir miissen uns nur
darauf einigen, dass Gleichungen in einem LGS
stets so dargestellt werden, dass rechts vom
Gleichheitszeichen nur eine Konstante steht und
dass links vom Gleichheitszeichen die Variablen
in immer derselben (zum Beispiel lexikographi-
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schen) Reihenfolge gelistet werden, so wie das
in obiger Schreibweise ja der Fall ist. Zudem
koénnen wir leicht verlangen, dass zwischen den
Summanden ausschliesslich Pluszeichen stehen,
indem wir allfillige Minuszeichen ,,zu den Koef-
fizienten ziehen“:

Iy 2.2 4+ (-1)y + =z =7
M| = + 3.y + 2.2 = 1
M| (-1)-z + (-2)-y + =z = 6.

Wenn wir vereinbaren, uns stets an diese Nor-
malform zu halten, dann reicht es offenbar aus,
bloss die Koeffizienten und die Konstanten auf-
zuschreiben. Dies tut man in einer sogenannten
Matriz, einem rechteckigen Schema von Zahlen:

2 -1 17
1 3 2 1
-1 -2 1 6
Dabei enthélt eine (horizontale) Zeile der Rei-
he nach alle Koeffizienten sowie die Konstante
einer einzelnen Gleichung. Und eine (vertikale)
Spalte zeigt alle Koeffizienten derselben Variable
iiber alle Gleichungen hinweg - respektive alle
Konstanten. Beachten Sie ausserdem, dass eine

Unbekannte, vor der kein Faktor steht, natiirlich
den Koeflizienten 1 hat.

Aus dieser Darstellung lisst sich das LGS ein-
fach und eindeutig rekonstruieren. Man nennt
diese Matrix erweiterte Koeflizienten-Matrix,
weil sie alle Koeffizienten enthélt und erwei-
tert um die Konstanten ist. Es ist schon ein
kleiner Gewinn, mit dieser Matrix anstelle des
originalen LGS zu arbeiten, weil man weniger
schreiben muss. Der Gewinn wird aber noch
viel grosser sein, wenn wir lernen, den gesam-
ten Losungsprozess nur mit der Matrix durch-
zufithren; und genau darum wird es im Folgen-
den gehen. Merken wir uns zunéchst noch dies:
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MERKE:

Ein LGS liegt in Normalform vor, wenn rechts
vom Gleichheitszeichen eine Konstante steht
und links vom Gleichheitszeichen die Variablen
stets in derselben (zum Beispiel lexikographi-
schen) Reihenfolge gelistet sind und iiberall nur
Pluszeichen stehen:

aj1ry + aipr2 + ...+ ATy, = by
a1ry  + ag2x2 + ... +  A2pTn = b
aAm1T1 + Gm2T2 + + ampTn = b

Zu einem solchen LGS kann die erweiterte
Koeffizienten-Matrix gebildet werden:

a1 ai2 ... ainp b
a271 CL272 . agﬂn bg
Um,n bm

am,1 Om,2

Diese Matrix beinhaltet dieselbe Information
wie das LGS, und das LGS kann aus ihr ein-
deutig rekonstruiert werden.

Operationen, die die Lo&sungs-
menge unverindert lassen

Die Gausselimination arbeitet mit der erwei-
terten Koeffizienten-Matrix anstelle des origi-
nalen LGS, was Schreibarbeit spart. Und sie
formt die Matrix so um, dass die Losung schlies-
slich leicht ablesbar wird. Wir miissen uns al-
so fragen, was fiir Umformungen der Matrix
schliesslich die Losung produzieren. Da hinter
den Zeilen der Matrix immer Gleichungen des
LGS stehen, miissen wir uns also fragen, was fiir
Umformungen der Gleichungen in einem LGS
die Losungsmenge unverandert lassen. Denn wir
wollen ja verhindern, dass die Methode am En-
de eine falsche Losung liefert oder eine Losung
nicht findet.
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In der Tat gibt es drei Operationen, die wir
bedenkenlos auf die Zeilen der Matrix anwenden
kénnen, ohne die Losungsmenge zu veréndern:
Wir diirfen zwei Zeilen vertauschen, wir diirfen
eine Zeile mit einer Zahl ungleich 0 multipli-
zieren, und wir diirfen eine Gleichung zu einer
anderen addieren. Denken wir genauer dariiber
nach:

Vertauschen zweier Zeilen

Es ist trivial, dass dadurch die
Losungsmenge nicht verdndert wird.
Vertauscht man zwei Gleichungen im
urspriinglichen LGS, so kann das sicherlich
keinen Einfluss auf die Losungsmenge
haben. Wir diirfen also, wenn das hilfreich
ist, ohne weiteres zwei Zeilen der Matrix
vertauschen. Sie werden sehen, dass ein
solcher Schritt zum Beispiel dann ange-
bracht ist, wenn die erste Zeile mit einer
0 anfingt, weil das Losungsverfahren nur
gelingt, wenn sie mit einer Zahl ungleich 0
anfangt.

Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl un-
gleich 0

Wir diirfen jederzeit eine ganze Zeile mit
einer Zahl ungleich Null multiplizieren. Be-
zogen auf das zugrundeliegende LGS heisst
das ja bloss, dass eine Gleichung mit ei-
ner Zahl ungleich Null multipliziert wird.
Dadurch &ndert sich die Losungsmenge des
Systems nicht. Betrachten wir zum Beispiel
die Aussageform

r—3y+2z=4. (%)

Sie konnte Teil eines LGS sein. Multipli-
zieren wir diese Gleichung mit einer Zahl
k # 0, so entsteht

k-x—3k)-y+ 2k)-z=k-4. (%)
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Offenbar ist ein Tupel genau dann Losung
von (ED, wenn es Losung von ist, denn
wir konnen jederzeit wieder durch k
dividieren, um die urspriingliche Gleichung
zu erhalten.

Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

Angenommen, wir sollen das folgende LGS
16sen und beschliessen, die i-te Zeile zur j-
ten Zeile zu addieren:

i) ja-z+b-y+... = u

G)|pz+qgy+... = v

Durch diesen Additionsschritt entsteht das
folgende neue LGS:

(i) ar+by+... = u
(@) [ la+tpz+O+y+... = utv
(ve)
Wir  miissen  einsehen, dass  die
Losungsmenge des Systems sich da-

durch nicht verdndern kann, dass also ein
Tupel, welches LGS (ED 16st, auch LGS @
16st und umgekehrt. Warum ist das so?

Nun, wenn ein Tupel LGS (ED 16st, dann
erfiillt es insbesondere die beiden Gleichun-
gen (i) und (j). Da es diese beiden Gleichun-
gen erfiillt, erfiillt es auch deren Summe,
(). Und darum ist es auch Losung von LGS
@. Wenn ein Tupel umgekehrt LGS @
16st, dann erfiillt es insbesondere die beiden
Gleichungen (i) und (j’). Da es diese beiden
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Gleichungen erfiillt, erfiillt es auch die Dif-
ferenz (j’)—(i), und das ist gerade Gleichung
(j). Darum 16st das Tupel auch LGS (¥).

Wir sehen: Wir verdndern die
Losungsmenge eines LGS nicht, wenn
wir eine Gleichung zu einer anderen
addieren.

MERKE:

Die folgenden drei Operationen lassen die
Losungsmenge eines LGS unverdndert:

Vertauschen zweier Zeilen.

Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl

k # 0.

Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Wir diirfen solche Operationen in beliebiger
Zahl anwenden. Es erhebt sich sofort die in-
teressante Frage, wie wir damit einem LGS
die Losung(en) auf elegante Weise entlocken
konnen.

Treppenform

Angenommen, wir sollen das folgende LGS
16sen:

1 -3 2 1

0 1 45

0 0 1 6
Dann wiirde uns die Losungsfindung doch
ausserordentlich leicht fallen. Denn da eini-
ge der Koeffizienten 0 sind, lautet das LGS,
riickiibersetzt in Gleichungen, einfach so:

Il + (-3)y + 2-2 =1
111 z = 6
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Den Wert von z kénnten wir aus III sofort ab-
lesen und durch Einsetzen in II dann den Wert
von y bestimmen. Schliesslich kénnten wir durch
Finsetzen in I den Wert von z ermitteln. Eine
Matrix in dieser speziellen Form wire also ein
schones Geschenk. Freilich liegen Matrizen meist
nicht in dieser giinstigen Form vor. Aber - und
das ist der entscheidende Punkt - wir kénnen
ein LGS stets in diese sogenannte Treppenform
bringen, indem wir ndmlich die oben diskutier-
ten Operationen in geschickter Weise anwenden.
Dies soll hier anhand des Beispiels

{2 -117
Imij1 3 21
Im |-1 -2 1 6

demonstriert werden. Es muss uns also darum
gehen, unterhalb der hier angedeuteten Treppe
Nullen hinzubekommen:

I 72 -1 17
Im|{1 3 21
I [-1 -2] 16

Beginnen wir mit der Zahl links unten. Wie
koénnen wir dort eine 0 hinbekommen? Nun,
ganz einfach: Wir addieren die 2. zur 3. Zeile:

2 -1 17 2 -1 17
A3 21 o 1] 3201
-1 —2| 1 6] mad [0 1| 3 7

Wir sind sicher, dass durch Anwenden die-
ser Operation sich die Losungsmenge nicht
verdndert. Das neue System ist also dquivalent
zum urspriinglichen. Weiter: Wir leiten eine wei-
tere 0 her, diesmal im vordersten Eintrag der 2.
Zeile. Dazu multiplizieren wir diese mit —2 und
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addieren dann die 1. zur 2. Zeile:

2—117

E’ % 3 7

[ 2 -1 1 7
?’ TGV 34 72
(2 -1 1 7
leild. _? 17 33 i

4

I1-(—2)

Mit etwas Ubung kann man das gut auch in ei-
nem einzigen Schritt durchfithren. Zum Schluss
miissen wir noch die dritte 0 hinbekommen. Da-
zu multiplizieren wir die 3. Zeile mit 7 und ad-
dieren dann die 2. zur 3. Zeile:

2 -1 1 7
0] -7 -3 5

o 1] 3 7

2 -1 1 7]

a 0] -7 =3 5

[0 7] 21 49]

2 -1 1 7]

— | 0] -7 -3 5

Miada [0 0] 18 54

In der 3. Zeile kénnen wir noch durch Multipli-
kation mit 1/18 kleinere Zahlen hinbekommen:

2 -1 1 7
0] -7 =35

0 0] 1 3

Damit ist die Treppenform erreicht, und wir
konnen sicher sein, dass dieses neue LGS die-
selbe Losungsmenge hat wie das urspriingliche,
denn wir haben nur die oben diskutierten Opera-
tionen benutzt. In Gleichungen zuriick iibersetzt
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sieht das LGS nun so aus:

N2z + (-1)-y + z = 7
II -7y + (=3)-z = 5
111 z = 3

Und daraus lassen sich die Werte der Variablen
von unten nach oben leicht herauslesen. Wir fin-
den die Losung L = {(1,—-2,3)}.

Fassen wir zusammen

(G AUSSELIMINATION

Ziel der Gausselimination ist es, das
in Normalform vorliegende LGS erst als
erweiterte Koeffizienten-Matrix darzu-
stellen und diese dann in die Treppenform
zu bringen:

OT’cn

Dies kann durch Anwendung der drei wei-
ter oben diskutierten Operationen immer er-
reicht werden.

Im Normalfall entsteht dabei eine Matrix
wie die abgebildete mit Zahlen x ungleich
0 und irgendwelchen Konstanten ¢;. Daraus
lasst sich das Losungstupel von unten nach
oben herausarbeiten.

Strategiefragen

Es fallt auf, dass wir die erstgenannte Operation,
das Vertauschen von zwei Zeilen, bisher nicht
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verwendet haben. Ist sie jemals angebracht? Ja,
in der Tat. Zum Beispiel kénnte der vorderste
Koeffizient der ersten Zeile eine 0 sein:

I [0 -1 17
I |1] 3 21
m [-1 —2] 16

In diesem Fall miissten wir zuerst die Zeilen I
und IT vertauschen, um die Treppenform errei-
chen zu konnen. Es ist wichtig, dass wir uns eine
gute Strategie zurechtlegen. Man kann nédmlich
durchaus sehr ungeschickt vorgehen. Angenom-
men, wir sollen erneut dieses LGS l6sen:

IT2 -1 17
II ‘ij 3 21
Im (-1 —2] 1 6

Die Treppenmarkierungen zeigen, wo wir Nul-
len haben mochten. Wir kénnten auf die Idee
kommen, zuerst im zweiten Eintrag der 3. Zeile
eine 0 zu erschaffen. Das lasst sich zum Beispiel
erreichen, indem wir die 3. Zeile mit —0.5 mul-
tiplizieren und dann die erste zur dritten Zeile
addieren:

-
(GV)
[(\&)
—

M09 105 1) —05 -3

2 -1 1 7
o3 2
Madd. |25 0] 0.5 4

Das wére denkbar ungeschickt. Denn in der
Fortsetzung des Verfahrens, bei der Herstel-
lung der weiteren Nullen, miisste man die so-
eben gewonnene Null mit grosser Wahrschein-
lichkeit wieder opfern. Um némlich nun im er-
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sten Eintrag der 3. Zeile eine Null hinzubekom-
men, miissten wir (nach geeigneter Multiplikati-
on) die 1. oder 2. Zeile zur 3 addieren, und dabei
wiirde unsere Null zerstort.

Es ist darum wichtig, dass man sich sehr ge-
nau iiberlegt, in welcher Reihenfolge man welche
Nullen herstellt. Eine einmal erreichte Null soll-
te keinesfalls wieder geopfert werden miissen.

Pivots und RREF

Angenommen, es ist uns gelungen, die Treppen-
form zu erreichen und wir haben in der Diago-
nalen lauter Zahlen ungleich Null - hier wieder
mit x bezeichnet:

* o .. o .. DR Cl

0 T’ o

0 OT’ 3
0 0 - 0 x| cn

Die mit x bezeichneten Koeffizienten heissen
Pivot-Elemente. Es sind jeweils die ersten Ko-
effizienten ungleich Null in den einzelnen Zei-
len. Es ist nun ein Leichtes, diese Pivots in Ein-
sen umzuwandeln. Wir miissen dazu bloss je-
de Zeile durch das Pivot dividieren, was an der
Losungsmenge bekanntlich nichts dndert. Dann
erreichen wir die folgende besonders angenehme
Form mit neuen Konstanten d;:

T’ d;
0 T’ ds

0 0 T’ ds
0 o --- 0 T’dn

Diese Form heisst normierte Zeilenstufenform,
und ihr Vorteil ist offenbar, dass die einzel-
nen Werte der Unbekannten noch einfacher be-
stimmt werden konnen. Allerdings gibt es ja
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noch immer viel Arbeit. Wir kénnen zwar den
Wert der letzten Unbekannten sofort ablesen,
aber um die Werte der restlichen Variablen zu
ermitteln, muss einiges an Einsetzarbeit gelei-
stet werden. Wire es nicht schon, wir kénnten
die Werte aller Variablen sofort ablesen? Das
ldsst sich in der Tat erreichen, wenn man sich
mit der normierten Zeilenstufenform nicht zu-
frieden gibt, sondern daran noch etwas weiter
arbeitet. Wir betrachten dazu das folgende Bei-
spiel. Wir haben ein bestimmtes 3 x 3 -LGS
erst als erweiterte Koeffizienten-Matrix darge-
stellt und diese dann in die normierte Zeilenstu-
fenform gebracht:

1 -1 16
0 1 37
0 0} 1 3
Niemand hélt uns ab, die Operationen, die die
Losungsmenge nicht verdindern, weiter anzuwen-
den, bis eine Situation erreicht ist, die noch viel
vorteilhafter ist. Wen wir es nédmlich schaffen, ei-
ne Matrix der folgenden Art zu erreichen, dann

sind die Werte aller Variablen sofort und ohne
weitere Rechnung ablesbar:

0
1

O =

0
0
1

* o ot

0

o

Wir miissen dazu einfach weitere Nullen erzeu-
gen, dies aber so geschickt, dass wir einmal er-
reichte Nullen nicht wieder opfern miissen. Im
obigen Beispiel sidhe das etwa so aus:

I[1 -1 16
IIr|o] 1 37
13

I [0 0]

Wir kénnen IIT benutzen, um die 3 der zweiten
Zeile in eine 0 zu verwandeln. Da III vorne Nul-
len hat, kann die Null in IT nicht mehr zerstort
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werden. Wir multiplizieren also in Gedanken 11
mit —3 und addieren das Ergebnis zu II. Das
liefert:

I |11 -1 1 6

I |o] 0 —2

1
m o o] 1 3

Nun benutzen wir III erneut, um in I eine Null
hinzubekommen. Wir multiplizieren dazu III in
Gedanken mit —1 und addieren das Resultat zu
I. Das ergibt:

I{1 -1 0 3

II | 0] 0 —2

1
111 oﬂl?,

Schliesslich addieren wir direkt II zu I, um die
letzte gewiinschte Null hinzubekommen. Wir er-
halten:

I{1 0 0 3

I | o] 0 —2

1
Im o o] 1 3

Geschafft! Diese Matrix sieht nun, zuriick
iibersetzt in Gleichungen, so aus:

If1-2 + 0y + 0-2 = 1
/o2 + 1y + 0-2 = —-2.
Imio-z + 0y + 1-2 = 3

Daraus sind die Werte aller Unbekannten direkt
ablesbar. Diese iiberaus gliickliche Form heisst
reduzierte Zeilenstufenform, auf Englisch: redu-
ced row echelon form, kurz: rref. Wenn es al-
so gelingt, ein LGS in die reduzierte Zeilenstu-
fenform zu bringen, dann ist es gelost. Mit et-
was Ubung lisst sich diese Methode mit rela-
tiv wenig Schreibarbeit umsetzen, weil man ei-
nige Schritte aufs Mal und in derselben Matrix
ausfithren kann, ohne immer wieder alle Zeilen
abzuschreiben. Die Methode ist effizient, und es
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ist relativ leicht, sie so in einen Algorithmus um-
zuarbeiten, dass sie maschinell bearbeitet wer-
den kann. Kein Wunder also, dass moderne Ta-
schenrechner und Mathematik-Softwarepakete
Funktionen anbieten, die eine beliebige erwei-
terte KoeffizientenMatrix auf Knopfdruck in rref
tiberfiihren.

MERKE:

Im Normalfall kann man die Matrix durch ge-
eignete Multiplikationen in die normierte Zei-
lenstufenform bringen:

T‘ dy
0 T‘ ds
0 0 1| - ds

T‘ dyn

Wendet man nun die Operationen, die die
Losungsmenge des Systems unverédndert lassen,
weiter an, so kann man sogar die Form

o
o

OT‘*

erreichen. Sie heisst reduzierte Zeilenstufen-
form (rref), und in ihr sind die Werte aller
Variablen sofort ablesbar.

Entartete Treppen und Anzahl
L6sungen

Wir haben in den letzten Abschnitten immer
wieder die etwas vage Floskel ,,im Normalfall ¢
bemiihen miissen. Dies einfach deshalb, weil
nur regulire Systeme auf diese schonen, re-
gelmiéssigen Treppen mit stets gleich grossen
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Stufen fithren. Singuldre Systeme besitzen ja
entweder gar keine Losung oder aber unendlich
viele Losungen, und es ist klar, dass sich das ir-
gendwie in der Treppenform zeigen muss. Die
gute Nachricht ist: Egal, ob ein LGS singulér
der regulér ist, indem man die Treppenform her-
stellt, zeigt sich in aller Deutlichkeit, welche Si-
tuation genau vorliegt. Man kann der Treppe im-
mer ansehen, ob das LGS reguldr oder singuldr
ist, und wenn es singulér ist, kann man der Trep-
penform ansehen, wie die Losungsmenge genau
beschaffen ist. Das ist ein weiterer schoner Vor-
teil der Gausselimination. Betrachten wir nun
Beispiele, die die moglichen Fille aufzeigen. An-
genommen, wir sollen das folgende LGS l6sen:

Iz—-—y+3z = 1
II r+2z =
11T —-y+z = 0.

Wir stellen es sofort als erweiterte Koeffizienten-
Matrix dar, wobei wir gleich die Treppenstufen
andeuten, unter denen wir ausschliesslich Nullen
haben méchten.

31
1] 0 22
10

—

Offenbar koénnen wir die Treppenform in nur
zwei Schritten erreichen:

1 -1 3 1
1] 0 22
| 0 1710
[ 1 -1 3 1
I—> 0 -1 1 -1
(fl)ﬁladd. | 0 —-1] 1 O
1 -1 3 1
H—> o] -1 1 -1
(-1)Madd. [ 0 0] 0 —1
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Es ist eine entartete Treppe entstanden. Allein
dies zeigt schon, dass wir es nicht mit dem Nor-
malfall zu tun haben. Ubersetzen wir die Matrix
wieder in Gleichungen, so wird deutlich, welche
Situation vorliegt. Die dritte Gleichung lautet
nédmlich nun so:

0-2+0-y+0-2=-1
& 0=-1.

Diese Aussageform ist nicht erfiillbar; es gibt
also kein 3-Tupel, welches die Gleichung 16st.
Und da das urspriingliche System dieselbe
Losungsmenge hat wie das umgeformte, kénnen
wir sicher sein, dass auch das anfingliche LGS
singular ist und eine leere Losungsmenge besitzt.
Die Treppenform zeigt uns dies in aller Deutlich-
keit:

Betrachten wir ein zweites Beispiel. Wiederum
deuten wir die Treppenstufen an, unter denen
wir gerne Nullen hétten:

1 -1 1 -11
-1 2 0o 1 2
1 0] -2 0 0
o 2 2| 1 2



LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wenige Schritte fithren auf die Treppenform:

[ 1 -1 1 -1 1]
1] 2 0 1 2
1 0 -2 0 0
L0 2 2] 1 2]
- [ 1 -1 1 -1 1]
madd | 0] 1 1 0 3
Iu;(li 0 T‘ 3 -1 1
(—1)I add. | 0 2 j’ 1 2]
. 1 -1 1 -1 1
II add. ﬂ 1 1 0 3
_>
und 0 0 4 -1 4
05V aa [0 0 2] 05 2
1 -1 1 -1 1
N 0 1 1 0 3
111 zu 0 m 4 -1 4
(=2)IVadd. | 00 0 0

Wieder eine entartete Treppe! Offenbar erhal-
ten wir eine ganze Nullzeile. Als Gleichung in-
terpretiert hat diese natiirlich unendlich viele
Losungen, denn

O-21+0-20+0-234+0-24=0

wird von jedem beliebigen 4-Tupel erfiillt. Die
vierte Zeile liefert somit keine brauchbare Infor-
mation. Das LGS ist unterbestimmt und besteht
bloss noch aus den drei Gleichungen

Tl — X9 +r3—14 =1

To +x3 =3

daxg — x4 = 4.
Da es unterbestimmt ist, diirfen wir eine Varia-
ble frei wahlen. Wir setzen zum Beispiel x4 =
t € R und driicken alle restlichen Variablen

durch ¢ aus. Eine kleine Rechnung ergibt die fol-
gende Losungsmenge:

t+4 8—t t+4
L= t) |teR}.
() o)
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Das urspriingliche System ist also singulédr und
besitzt unendlich viele Losungen. Und die Trep-
penform zeigt uns dies durch die Nullzeile deut-
lich an. Auch in diesem Beispiel sehen wir, dass
die Gausselimination klar anzeigt, was fiir eine
Situation vorliegt. Der geringe Schreibaufwand,
die einfache Automatisierbarkeit und die vollige
Transparenz in Bezug auf die Anzahl Losungen
sind gute Griinde dafiir, die Gausselimination
fleissig zu benutzen.

MERKE:

Fiihrt die Herstellung der Treppenform auf eine

Zeile der Art

mit ¢ # 0, so bedeutet dies, dass das System kei-
ne Losung besitzt. Es ist also singuldr mit leerer
Loésungsmenge.

Entsteht bei einem quadratischen System eine
ganze Nullzeile, so ist das System unterbestimmt
und ist in der Regel singuldr mit unendlich vie-
len Losungen.

Wie schnell ist die Gausselimi-
nation?

Zum Schluss fragen wir uns, wie aufwindig
diese Methode eigentlich ist. Wie viele einzel-
ne Rechenschritte sind nétig, bis die Treppen-
form erreicht ist? Wir denken dabei natiirlich
an Computer, weil es sich anbietet, Gausselimi-
nation von einer Software ausfithren zu lassen.
Da fiir einen Computer eine Multiplikation (be-
ziehungsweise Division) viel aufwéndiger ist als
eine Addition oder Subtraktion, ist es ausrei-
chend, wenn wir nur die anfallenden Multipli-
kationen zihlen.
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Angenommen, wir starten mit einem n x n

-LGS:

[ % % * | * ]
* X % * | *x
*  *x % * | %
N

Die Sterne stehen einfach fiir irgendwelche Zah-
len, und die hintersten Sterne haben wir ab-
getrennt, weil sie ja fiir die Konstanten rechts
vom Gleichheitszeichen stehen. Im ersten Schritt
(nach allfdlligem Vertauschen von zwei Glei-
chungen) miissen wir dafiir sorgen, dass das Pi-
vot der 1. Zeile eine 1 ist. Danach kénnen wir
die erste Zeile immer zu einem geeigneten Viel-
fachen jeder anderen Zeile addieren, um Nullen
im Rest der ersten Spalte zu erzwingen:

1 * *x e Kk |k

* ke x| x
0 * *x -+ % |x%
0 * * *x e %

Um diese Situation zu erreichen, miissen wir
eigentlich an jeder der mit ,x“ bezeichneten
Stelle eine Multiplikation (respektive Division)
ausfithren. Das macht insgesamt n? Multiplika-
tionen. Danach kénnen wir die erste Zeile und
erste Spalte vergessen und in analoger Weise
mit der Restmatrix weiterarbeiten. Wir gelan-
gen nach einem weiteren Durchgang zu der fol-
genden Situation:

1 * * e Kk |k

0 1 * *x | %

0 0 *x -+ % |x%
| 0 0 *  x * |
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Dazu sind offenbar (n — 1)? einzelne Multipli-
kationen notig. So fortfahrend wird die Unter-
matrix, in der wir arbeiten miissen, schrittwei-
se immer kleiner, bis in der letzten Zeile bloss
noch eine einzige Multiplikation ausgefiihrt wer-
den muss. Im Total fallen also so viele Multipli-
kationen an:

12422432+ 4+ (n—1)2+n

Ob das schnell ist oder nicht, ist nicht leicht zu
erkennen. Bei n = 10 liefert dieser Term die
Zahl 385. Fiir einen Menschen mag das ganz
schon anstrengend (und langweilig) sein, fiir
einen Computer sind 385 Operationen nichts,
das erledigt er in weniger als einer Sekunde.
In der Praxis kommen sehr grosse lineare Glei-
chungssysteme vor, manchmal mit Tausenden
von Gleichungen und Unbekannten. Angenom-
men, n = 1000. Dann fallen geméss obigem
Term

333'833'500

einzelne Operationen an. Fiir einen Menschen
wére das nun ganz und gar unmoglich, fiir einen
schnellen Computer, der bis zu 10'° Operatio-
nen pro Sekunde leisten kann, wire diese Her-
ausforderung noch immer schnell zu meistern.
Bei einem gigantischen LGS mit n = 17000'000
wird es aber kritisch. Dann liefert obige Formel
namlich die Zahl

3.333...- 10"
Bei einer angenommenen Leistung von
109 Operationen pro Sekunde, ergibe
das eine Rechendauer von iiber einem

Jahr! Gliicklicherweise sind Systeme dieser
Grossenordnung, die in der Praxis tatséchlich
auftauchen (z.B. in der Computertomographie)
in einer speziellen Form, so dass andere und viel
schnellere Methoden verwendet werden kénnen.
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Dennoch macht diese Uberlegung eindriicklich
klar, dass wir bei Losungsverfahren mathemati-
scher Probleme immer viel Wert darauf legen
miissen, dass die Verfahren in verniinftiger Zeit
und mit verniinftigem Rechenaufwand ablaufen.
Es niitzt nichts, ein Verfahren zu haben, das
theoretisch die Losung findet, aber dann an dem
schieren Aufwand scheitert.
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