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ZAHLEN

Natiirliche Zahlen

Unser Sonnensystem hat 8 Planeten. Das
Osmium-Atom besitzt 76 Protonen im Atom-
kern. Der Mensch hat maximal 300000 Haare auf
dem Kopf. Es besteht kein Zweifel: Seit Tausen-
den von Jahren benutzt der Mensch Zahlen zum
Zahlen gleichartiger Objekte. Wir alle wachsen
auf mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ..., sie sind aus
unserem Alltag nicht mehr wegzudenken, und es
ist nicht erstaunlich, dass verschiedene Kultu-
ren fiir solche Zahlen verschiedene Zeichen ent-
wickelt haben.

Die Erfindung der Zahl 0 (Null) ist dagegen
eine Sensation. Es ist ja nicht selbstverstéandlich,
fiir das Nicht-Vorhandensein eines Objekts eines
bestimmten Typs ein Zahlzeichen einzufiihren,
aber es hat das Rechnen und die Mathematik
ganz wesentlich geférdert. Vermutlich zwischen
300 v. Chr. und 600 n. Chr. wurde die Null in
Indien im Zusammenhang mit der Entwicklung
des Stellenwertsystems erfunden. Jedenfalls fin-
det man in Inschriften seit dem 7. Jahrhundert
einen Punkt oder einen Kreis als Symbol fiir die
,Leere“ ($unya), wie in Indien die Null genannt
wurde.

In der Mathematik werden die Zahlen
0,1,2,3,4,5,... natiirliche Zahlen genannt, und
es hat sich fiir die (unendlich grosse) Menge all
dieser ein eigenes Symbol durchgesetzt:

Definition:
Die Menge

N:={0,1,2,3,4,5,...}

ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

e

Diese Symbolik ist allerdings nicht ganz ein-
heitlich. So gibt es auch Autoren, die die Be-
zeichnung N nur fiir die Zahlen 1,2,3,4,5,...
verwenden und Ny schreiben, wenn sie die Null
auch dabei haben wollen. Wir verwenden hier
aber die eingerahmte Definition, die sich auch
auf das 1889 vom italienischen Mathematiker
Giuseppe Peano formulierte Axiomensystem fiir
die natiirlichen Zahlen stiitzt. Und wir schreiben
NT oder N+, wenn wir nur die positiven ganzen
Zahlen, also die natiirlichen Zahlen ab 1 meinen.

Es ist klar, dass die natiirlichen Zahlen das
perfekte Instrument zum Zéihlen sind, dass sie
aber sehr bald nicht mehr ausreichen, wenn man
etwa Gleichungen 16sen will. Die Gleichung

r+2=1

etwa hat in der Menge der natiirlichen Zahlen of-
fenbar keine Losung. Strebt man im Hinblick auf
das Losen von Gleichungen eine moglichst luxu-
ritse Situation an, so macht es darum Sinn, eine
Erweiterung des Zahlbereichs vorzunehmen.

Ganze Zahlen

Im Alltag wird die Notwendigkeit, negative Zah-
len einzufiihren, sehr schnell deutlich. Will man
eine Schuld im Gegensatz zu einem Guthaben
angeben oder eine Temperatur unterhalb 0°C
nennen, will man ein Untergeschoss bezeich-
nen oder eine Tiefe unter dem Meeresspiegel,
so greift man gerne und mit Vorteil zu den ne-
gativen Zahlen. In der Mathematik kann man
die negativen Zahlen als die additiven Inversen
zu den positiven natiirlichen Zahlen auffassen.
Ist ndmlich n irgendeine Zahl aus Ny, so ist ja
dann —n diejenige Zahl, die, zu n addiert, auf
Null fithrt und eben darum das additive Inverse
von n:
n+(—n)=0.
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Erweitert man die Menge der natiirlichen Zah-
len um die additiven Inversen der positiven
natiirlichen Zahlen, so gelangt man zu der Men-
ge Z der ganzen Zahlen.

Definition:
Die Menge

Z:=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

ist die Menge der ganzen Zahlen.

Diese Zahlmenge ist nun abgeschlossen un-
ter den Operationen Addition, Subtraktion und
Multiplikation, das heisst, es ist unméglich, bei
alleiniger Anwendung solcher Operationen aus
der Menge Z heraus zu gelangen.

Im Zusammenhang mit der Zahlmenge Z ha-
ben sich die folgenden Fachbegriffe als niitzlich
erwiesen:

NUTZLICHE FACHBEGRIFFE

positive ganze Zahlen fiir die Zahlen
1,2,3,4,...

nicht-negative ganze Zahlen fiir die Zah-
len 0,1,2,3,4,...

negative ganze Zahlen fiir die Zahlen
ey, —4,-3,-2,-1

nicht-positive ganze Zahlen fiir die Zah-
len ..., —4,-3,-2,-1,0.

Die Null selbst ist weder positiv noch negativ.

e

Natiirlich ist N eine Teilmenge von Z, was sich
graphisch etwa so visualisieren ldsst:

NCZ

Wenn man ans Loésen von Gleichungen denkt,
dann wird schnell klar, dass die ganzen Zahlen
schnell nicht mehr ausreichen, um ganz einfa-
che Gleichungen zu l6sen. Zum Beispiel kann die
Gleichung

Tr—3=0

nur gelést werden, wenn man rationale Zah-
len zuldsst. Es dréngt sich darum auf, eine
zusétzliche Erweiterung des Zahlbereichs vorzu-
nehmen.

Rationale Zahlen

Will man Bruchteile von einem Ganzen aus-
driicken, so braucht man rationale Zahlen. Auch
dieses Konzept ist sehr alt; so fand man etwa im
Papyrus Moskau und im Papyrus Rhind - zwei
dgyptischen Papyri aus der Zeit zwischen 2000
und 1800 v. Chr. - bereits Stammbriiche, also
Briiche mit Z#hler 1. Zudem gab es dort ein Son-
derzeichen fiir den offenbar héufig verwendeten
Bruchteil 2/3. Heute versteht man in der Mathe-
matik unter einer rationalen Zahl jeden Bruch,
bei dem sowohl der Z#hler, als auch der Nenner
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eine ganze Zahl ist, der Nenner freilich ungleich
0.

Definition:
Die Menge

sz{z ‘p,qEZ,q#O}

bezeichnet die Menge der rationalen Zah-
len.

Damit fangt man alle Zahlen der Art

1 7 1 117 28 12
27117 37119° 574777
ein. Und da sich - wenn auch nicht eindeutig

- jede ganze Zahl als rationale Zahl schreiben
lasst, etwa

6 12

5 1 cey

ist die Menge Z sicherlich in der Menge Q ent-
halten:

3
=1

NczZcQ

Sobald man rationale Zahlen eingefiihrt hat,
muss man die Vorstellung dariiber, wie Zahlen

e

auf der Zahlgeraden angeordnet sind, ganz we-
sentlich ergéinzen. Ganze Zahlen kann man sich
janoch wie Perlen vorstellen, die an einer Schnur
aufgereiht sind; es ist bei jeder Zahl klar, welches
die néchste sein wird, und es gibt zum Beispiel
genau eine kleinste positive ganze Zahl. Sobald
man rationale Zahlen zulésst, stimmt das nicht
mehr. Die Frage, welches die néichstgrossere ra-
tionale Zahl nach 13 sei, ldsst sich nicht beant-
worten, und es gibt auch nicht so etwas wie die
kleinste positive rationale Zahl.

Die folgende Uberlegung hilft, das besser zu
verstehen. Angenommen, wir betrachten zwei
rationale Zahlen, von denen die eine kleiner ist
als die andere:

%<§ (a,b,c,d € Z, b#0,d % 0).
Nun lésst sich ganz sicher eine weitere rationa-
le Zahl finden, die sich zwischen diesen beiden
Zahlen befindet, ganz egal, wie nah die beiden
Zahlen moglicherweise sind. Dazu bilden wir ein-
fach das arithmetische Mittel beider Zahlen:

1 a c
mi=5(5+3)
_} a-d+b-c
2 b-d
_a'd—l-b-c
- 2.b-d

Da Z abgeschlossen unter Addition und Multi-
plikation ist, sind der Zahler und der Nenner von
m sicherlich wieder ganzzahlig, und der Nen-
ner ist ungleich 0, weil b und d ungleich 0 sind.
Folglich ist auch m eine rationale Zahl, und sie
befindet sich auf der Zahlgeraden in der Mitte
zwischen den beiden anfinglich gewéhlten Zah-
len. Wenn wir anfianglich zwei konkrete rationale
Zahlen wéihlen, etwa

Wl =
VAN
N =
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so koénnen wir mit dem beschriebenen Verfah-
ren eine weitere rationale Zahl m; erzeugen, die
dazwischen liegt. Aber dann lésst sich das Ver-
fahren natiirlich fortsetzen. Mit demselben Ver-
fahren konnen wir eine neue rationale Zahl mo
zwischen 1/3 und m; erzeugen, dann eine weite-
re rationale Zahl mg zwischen 1/3 und mg, und
so weiter.

my m3 mz M1

wl—
DO

Auf beliebig engem Raum lassen sich also un-
endlich viele rationale Zahlen unterbringen. Und
wenn jemand behauptet, die kleinste rationa-
le Zahl, die grosser als 1/3 ist, zu kennen, so
konnen wir die Behauptung einfach mit dem
Hinweis auf dieses Verfahren widerlegen. Es gibt
nach 1/3 keine ,néchstgrossere rationale Zahl*.

Mathematikerinnen und Mathematiker for-
mulieren das so: Die rationalen Zahlen liegen
dicht auf der Zahlgeraden. Damit will man sa-
gen, dass jeder Punkt auf der Zahlgeraden be-
liebig genau durch rationale Zahlen angenéhert
werden kann. In beliebig naher Umgebung jedes
Punktes befinden sich unendlich viele rationale
Zahlen.

Freilich miissen wir aufpassen, dass wir jetzt
nicht sagen, jeder Punkt auf der Zahlgeraden
lasse sich durch eine rationale Zahl darstellen.
Das wére namlich falsch. Es gibt in der Tat un-
endlich viele Punkte auf der Zahlgeraden, die
nicht einer rationalen Zahl entsprechen. Dazu
werden wir nachher mehr sagen.

W

S

Wir wollen lieber noch etwas bei den rationa-
len Zahlen verweilen, weil sie noch mehr Interes-
santes zu bieten haben. Zum Beispiel lasst sich

jeder rationalen Zahl eine Dezimalbruchdarstel-
lung zuordnen. Beispiele:

= 0.5,
=0.3333333...=0.3,
= 0.125,

= 4.714285714285714285 . .. = 4.714285.

)
”‘woo\»aw\wwm—-

Die Dezimalbruchdarstellung findet man, indem
man den Zéhler durch den Nenner handschrift-
lich dividiert. Fiir das dritte Beispiel sieht das
SO aus:

1 8
~0 0125
10
— 8
20
~16
40
—40
00

In all diesen Beispielen ist es so, dass die Dezi-
malbruchentwicklung periodisch wird oder ab-
bricht - wobei man einen Abbruch natiirlich
auch als eine Periode auffassen kann, indem man
sich hinten einfach unendlich viele Nullen denkt.
Ist das immer so? Ist die Dezimalbruchentwick-
lung jeder rationalen Zahl abbrechend oder pe-
riodisch?

In der Tat trifft das zu, und man versteht das
viel besser, wenn man genau untersucht, was bei
der schriftlichen Division des Zéahlers durch den
Nenner eigentlich geschieht. Stellen wir uns also



ZAHLEN

vor, wir mochten die Dezimalbruchentwicklung
der rationalen Zahl a/b gewinnen, wobei a € Z
und b € Ny ist. Bei der fortlaufenden Division
entstehen Reste ri,rs,.. .

a b
- a/b
“r1 0
_ Co
ro 0
_ cs
rg 0

Was wissen wir iiber diese Reste mit absolu-
ter Sicherheit? Da es Reste sind, die bei Divi-
sion durch die natiirliche Zahl b anfallen, sind
sie sicherlich alle kleiner als b. Noch genauer:
Bei einer Division durch die positive natiirliche
Zahl b kommen als Reste nur die folgenden Zah-
len in Frage: 0,1,2,...,b — 1. Das sind genau
b mogliche Reste; der Vorrat an Resten ist also
nicht unerschopflich. Es muss bei der schriftli-
chen Division damit Folgendes passieren: Ent-
weder kommt einmal der Rest 0, dann bricht
die Dezimalbruchentwicklung ab. Oder aber es
kommt nie der Rest 0; dann muss sich aber nach
spétestens b — 1 Schritten ein schon frither vor-
gekommener Rest wiederholen, und damit stellt
sich dann eine Periode ein.

Sucht man die Dezimalbruchentwicklung der
Zahl 1/8, so fallen fortlaufend Divisionen durch
8 an. Dabei kommen als Reste einzig die Zahlen
0,1,2,...,7 in Frage. Tatséchlich kommen der
Reihe nach die folgenden Reste: 1,2,4,0. Da als
vierter Rest die 0 kommt, bricht die Dezimalbru-
chentwicklung ab, beziehungsweise geht iiber in
eine unendliche Folge von Nullen.

1 8
—0 0125
10
— 8
20
~16
40
—40
00

Sucht man die Dezimalbruchentwicklung der
Zahl 3/7, so fallen fortlaufend Divisionen durch
7 an. Dabei kommen als Reste einzig die
Zahlen 0,1,2,...,6 in Frage. Tatsachlich sind
die ersten sechs auftretenden Reste die folgen-
den: 3,2,6,4,5,1. Damit sind ausser der 0 al-
le moglichen Reste aufgebraucht; der néchste
Rest muss also entweder die 0 sein oder ein be-
reits frither aufgetretener Rest. Tatséchlich ist
es die 3. Und somit wiederholen sich die Reste
3,2,6,4,5,1 bis in alle Ewigkeit. Es stellt sich
eine Periode ein.

3 7
-0 0428571
30
-28
20
-14
60
~56
40
—35
50
—49
10
-7
3

Also 3/7 = 0.428571. Nun sehen wir sehr klar,
womit wir es bei den rationalen Zahlen zu tun
haben. Sie bilden eine Obermenge der Menge der
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ganzen Zahlen. Es sind sémtliche Zahlen, die ei-
ne abbrechende oder periodische Dezimalbruch-
entwicklung haben, und sie liegen dicht auf der
Zahlgeraden. Ist die Zahlgerade damit voll oder
weist sie noch Liicken auf?

Eine l6chrige Gerade

Eins ist ganz klar: Es gibt unendlich viele ratio-
nale Zahlen, und es wird nicht moéglich sein, auf
der Zahlgeraden irgendein Intervall zu finden, in
dem sich keine einzige rationale Zahl befindet.
Angenommen, jemand behauptet, dass zwischen
1.375 und 1.376 keine einzige rationale Zahl zu
finden ist. Das kénnten wir nun leicht widerle-
gen. Beide genannten Zahlen lassen sich ja als
rationale Zahlen schreiben:

1375
=20
€T 1000 375
und 1376
=20
Y= 100 ~ 1370

Und wie wir oben erkannt haben, lassen sich
zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen
immer unendlich viele weitere rationale Zahlen
finden, eine zum Beispiel, indem man das arith-
metische Mittel

1

5(:1:+y)

berechnet. Die rationalen Zahlen liegen ja dicht
auf der Zahlgeraden; somit kénnen wir nicht da-
von ausgehen, dass nun noch ganze Abschnitte
auf der Zahlgeraden leer sind. Es kann hochstens
»,punktférmige Liicken* geben, also Stellen auf
der Zahlgeraden, denen nicht eine rationale Zahl
zugeordnet werden kann. Gibt es solche? Und
wie viele gibt es?

In der Tat ist die Zahlgerade mit den rationa-
len Zahlen noch immer ,16chrig, und es braucht

e

nicht-rationale Zahlen, um diese Locher zu stop-
fen. Das ist umso erstaunlicher, als ja zwischen
zwei ungleichen rationalen Zahlen unendlich vie-
le weitere rationale Zahlen sind; aber trotzdem
ist zwischen den rationalen Zahlen noch immer
viel Platz. Offenbar ist es nicht einfach, eine
wirklich realistische Vorstellung vom Aufbau der
Zahlgeraden zu gewinnen.

Eine wirklich iiberzeugende Antwort auf die
Frage, ob es nebst den rationalen Zahlen noch
weitere gibt, ergibt sich aus der Tatsache, dass
die Dezimalbruchentwicklung einer rationalen
Zahl stets abbrechend oder periodisch ist, wie
oben gezeigt. Das bedeutet ja auch, dass es wei-
tere Zahlen geben muss, ndmlich solche, die ei-
ne nicht-abbrechende und nicht-periodische De-
zimalbruchentwicklung haben. Sind solche Zah-
len exotische Einzelfille? Und wie kénnen wir zu
konkreten Beispielen kommen?

Nun, offenbar kénnen wir den Bauplan eini-
ger solcher Zahlen leicht angeben; wir miissen
ja nur dafiir sorgen, dass die Nachkommastellen
nie aufhoren und keinerlei periodisches Muster
annehmen. Zum Beispiel ist

0.1011011101111011111011111101 ...

sicher nicht rational, jedenfalls wenn wir for-
dern, dass das Muster ohne Ende so weiterge-
hen soll. In dhnlicher Weise kénnen wir sofort
weitere nicht-rationale Zahlen erzeugen:
0.1234567891011121314151617181920. . .
0.5050050005000050000050000005000 . . .
0.10203040506070809010011012013014 . . .
0.13113311133311113333111113333311.. ..

USwW.

Offenbar muss es unendlich viele nichtratio-
nale Zahlen geben, denn es gibt sicher nicht nur
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endlich viele Moglichkeiten, solche Muster wie
oben zu erzeugen. Trotz unendlich vieler ratio-
naler Zahlen gibt es auf der Zahlgeraden also
Platz fiir unendlich viele weitere Zahlen. Bei
all diesen Zahlen konnen wir sicher sein, dass
sie nie und nimmer als Bruch mit ganzzahli-
gem Zihler und ganzzahligem Nenner geschrie-
ben werden kénnen, denn wéire das moglich, so
miisste die Dezimalbruchentwicklung ja abbre-
chend oder periodisch sein. Es wird aber auch
klar, dass wir nie in der Lage sein werden, eine
nicht-rationale Zahl exakt anzugeben. Auch Ta-
schenrechner und Computer kénnen das nicht.
Jede Darstellung einer Zahl, sei das nun auf Pa-
pier oder Bit fiir Bit in einem elektronischen
Speicher, muss nach endlich vielen Informations-
einheiten abbrechen. Wir sehen also, dass es un-
endlich viele nicht-rationale Zahlen geben, und
gleichzeitig, dass der rechnerische Umgang mit
ihnen besonders heikel sein muss.

Irrationale Zahlen und reelle
Zahlen

Zahlen, die nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen
dargestellt werden kénnen, heissen irrational.

MERKE:

Eine Zahl auf der Zahlgeraden, die nicht in der
Form p/q mit p,q € Z (und ¢ # 0) geschrieben
werden kann, heisst irrationale Zahl.

Es gibt unendlich viele irrationale Zahlen. Die
Dezimaldarstellung einer irrationalen Zahl ist
nicht-abbrechend und nicht-periodisch.

Es lasst sich zeigen, dass durch Hinzunahme
der irrationalen Zahlen zu den rationalen die
Zahlgerade keinerlei ,, Locher “ mehr aufweist. Sie
ist also voll; jeder Stelle auf der Zahlgeraden

e

ldsst sich genau eine rationale oder irrationale
Zahl zuordnen. Es ist darum sinnvoll, fiir die Ge-
samtheit all dieser Zahlen einen eigenen Namen
einzufiihren:

Definition:

Alle rationalen und irrationalen Zahlen zu-
sammen werden reelle Zahlen genannt.
Das Symbol fiir die Menge aller reellen Zah-
len ist R.

Da Q insbesondere eine Teilmenge von R ist,
koénnen wir unsere , Mengen-Matrjoschka® wie
folgt ausbauen:

NcZcQcR

Nicht-triviale Beispiele und ein
Beweis

Wenn irrationale Zahlen diskutiert werden, hort
man oft, die Kreiszahl 7 sei eine solche oder
auch /2. Allerdings ist das eben nicht trivi-
al. Um das einzusehen, kénnen wir ja nicht
einfach die Nachkommastellen anschauen und
feststellen, dass sie nicht-abbrechend und nicht-
periodisch sind. Wenn man sich etwa die Nach-
kommastellen von /2 anschaut:
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1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176
67973799073247846210703885038753432764157273501384623091229702
49248360558507372126441214970999358314132226659275055927557999
50501152782060571470109559971605970274534596862014728517418640
88919860955232923048430871432145083976260362799525140798968725
33965463318088296406206152583523950547457502877599617298355752
20337531857011354374603408498847160386899970699004815030544027
79031645424782306849293691862158057846311159666871301301561856
89872372352885092648612494977154218334204285686060146824720771
43585487415565706967765372022648544701585880162075847492265722
6002085584466521458398893944370926591800311388246468157082630
1005948587040031864803421948972782906410450726368813137398552

5611732204024509122770022694112757362728049573810896750401836

So kann man ja nie ganz sicher sein, ob sich
irgendwann doch noch eine Periode einstellen
oder ob die Entwicklung gar abbrechen wird. Es
konnte ja sein, dass diese Zahl als Bruch von irr-
sinnig grossen ganzen Zahlen geschrieben wer-
den kann, so dass es Tausende von moglichen
Resten gibt und die Periode erst nach Tausen-
den von Stellen sichtbar wird. Dass das nicht so
ist, dass die Zahl v/2 in der Tat irrational ist, ist
nicht klar und bedarf eines strengen Beweises:

Satz:

V2¢Q.

Vor dem Beweis ist allerdings ein wenig Vor-
arbeit notig:

Jede natiirliche Zahl > 1 kann man in ein-
deutiger Weise in Primfaktoren zerlegen. Was
bedeutet das genau? Primzahlen sind natiirliche
Zahlen mit genau zwei Teilern; sie gehen also
nur bei Division durch 1 und durch sich sel-
ber restlos auf. Die ersten paar Primzahlen sind
2,3,5,7,11,13,17,19,23, .. .. Betrachten wir et-
wa die Zahl 60, so kann man sie wie folgt in ihre

NNy
Primfaktoren zerlegen:
60=2-2-3-5=22.3.5.
Und bei der Zahl 8775 sidhe das so aus:
8775=3-3-3-5-5-13=3%.52-13.

Dass diese Zerlegung eindeutig ist, ist schnell
klar, wenn man dariiber nachdenkt, wie man
sie erzeugt: Man beginnt mit der kleinsten
Primzahl, also 2, und teilt so oft durch sie
wie moglich; dann geht man weiter zu der
néichstgrosseren Primzahl und teilt durch sie so
oft wie moglich, und so fort. Dass dabei nicht
verschiedene Zerlegungen bei ein und derselben
Zahl entstehen konnen, ist klar, auch wenn das
natiirlich kein strenger Beweis fiir die Eindeutig-
keit ist. Wenn also jemand sagt, eine Zahl habe
die Primfaktorzerlegung 23 - 7 - 112, so konnen
wir sicher sein, dass es nicht moglich ist, die-
se Zahl durch eine ganz andere Primfaktorzerle-
gung darzustellen.

Auch das Folgende leuchtet schnell ein: Sei
n irgendeine natiirliche Zahl und p ein Prim-
faktor in der Primfaktorzerlegung von n. Ganz
egal, wie oft p in der Primfaktorzerlegung von
n vorkommt, wir kénnen sicher sein, dass in der
Primfaktorzerlegung von n? der Faktor p in ge-
rader Anzahl vorkommen wird. Betrachten wir
ein Beispiel:

n=2%.7-11°.

In n kommt der Primfaktor 2 in gerader, der
Primfaktor 7 in ungerader und der Primfaktor
11 ebenfalls in ungerader Anzahl vor; alle ande-
ren Primfaktoren kommen gar nicht vor. Wenn
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wir die Zahl quadrieren, so geschieht Folgendes:

n? = (2%-7-113)?
=(2%.7-11%) - (2%-7-11%)
=22.22.7.7-113- 113
=2%.72. 116,

Nun kommt also jeder Primfaktor in gerader An-
zahl vor, einerlei, ob er vorher in gerader oder
ungerader Anzahl aufgetreten ist. Das hat ein-
fach nur damit zu tun, dass bei der Quadrierung
die Anzahl jedes Primfaktors verdoppelt wird.
Allgemeiner: Ist

n=...pk.
fiir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl k,

S0 ist
2 2%k

n“=...-p
Wir konnen also sicher sein, dass in einer Qua-
dratzahl jeder Primfaktor entweder gar nicht
oder aber in gerader Anzahl vorkommt.

Nach dieser kleinen Vorarbeit ist der Beweis
der Irrationalitit von v/2 nun besonders einfach:

Beweis. Angenommen, v/2 wire rational. Dann
miisste sich die Zahl als Bruch mit ganzzahligem
Zahler und Nenner schreiben lassen:

\@:ﬂ, m,n € N,n #£ 0.
n

Nach Multiplikation mit n und Quadrierung er-

hielte man dann:

V2-n=m,
2.n% =m?.
Aber hier sieht man deutlich, dass das
unmoglich ist. Aufgrund des Gleichheitszeichens
miissten links und rechts dieselben natiirlichen
Zahlen stehen. Aber das kann nicht sein: Denn

e

in der Zahl rechts kommt der Primfaktor 2 ent-
weder gar nicht oder in gerader Anzahl vor, weil
es ja eine Quadratzahl ist. Und in der Zahl links
kommt der Primfaktor 2 sicher in ungerader An-
zahl vor, ndmlich in gerader Anzahl in der Qua-
dratzahl n? und dann noch einmal mehr. Folg-
lich konnen die beiden Zahlen m? und 2 - n?
unmoglich gleich sein.

Wir sehen also, dass ein Widerspruch ent-
steht, wenn man annimmt, /2 wire rational.
Somit kann diese Zahl unmoglich rational und
muss folglich irrational sein. O

Mit dhnlichen Methoden kann man {ibrigens
zeigen, dass die Quadratwurzel jeder natiirlichen
Zahl, die keine Quadratzahl ist, irrational
sein muss. Allein daraus ergeben sich al-
so bereits unendlich viele irrationale Zahlen:

V2,V3,V5,V6,V7,V8,V10, ...

Irrationalitdtsbeweise sind oftmals sehr an-
spruchsvoll, weil es nicht geniigt, die ersten paar
Nachkommastellen anzuschauen. Auch wenn
man Tausende von Stellen untersucht, kann man
nie ganz sicher sein, ob sich eine Periode viel-
leicht erst spéter einstellen wird oder eben nicht.
Vielmehr muss man streng nachweisen, dass es
prinzipiell unmoglich ist, die zur Diskussion ste-
hende Zahl in der Form eines Bruches mit ganz-
zahligem Z&hler und Nenner zu schreiben. Und
das kann ganz schén anspruchsvoll sein. Zum
Beispiel hat Johann Heinrich Lambert 1761 be-
wiesen, dass die Kreiszahl 7 ebenfalls irrational
ist. 1737 hat Leonhard Euler die Irrationalitét
der Zahl e(= 2.7182818284 . . .) bewiesen; unmit-
telbar einsichtig ist das aber beides nicht; die
Beweise sind nicht ganz einfach zu verstehen.

Begziiglich Irrationalitdt gibt es sogar zahlrei-
che ungeloste Probleme bis zum heutigen Tag.
So weiss man etwa nicht, ob die Zahl 7 + e ra-
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tional oder irrational ist und auch nicht, ob die
Zahl 7 - e rational oder irrational ist. (Interes-
santerweise weiss man aber, dass wenigstens ei-
ne dieser beiden Zahlen irrational sein muss; es
ist nicht méglich, dass beide rational sind.)

Eine gefihrliche Entdeckung?

Die Entdeckung der Irrationalitéit geht auf Hip-
pasos von Metapont zuriick, einen griechischen
Mathematiker aus dem Orden der Pythagore-
er, der im spéten 6. und frithen 5. Jahrhundert
vor Christus in Unteritalien lebte. Er hat wahr-
scheinlich herausgefunden, dass Diagonale und
Seite im Quadrat inkommensurabel sind, was
bedeutet, dass ihr Lingenverhéltnis sich nicht
als rationale Zahl schreiben lésst. In der Tat be-
tragt dieses Verhiltnis ja gerade v/2, und darum
war Hippasos wohl der erste, der fiir die Irratio-
nalitdt dieser Zahl einen Beweis erbrachte. Es ist
allerdings nicht verlésslich iiberliefert, ob er die
Irrationalitét tatséchlich an diesem Beispiel ent-
deckt hat und nicht vielleicht im regelméissigen
Fiinfeck, wo das Léngenverhéltnis von Diagona-
le zu Seite ebenfalls irrational ist.

Gemiiss einer alten Uberlieferung soll Py-
thagoras iiber diese Entdeckung sehr erbost
gewesen sein, weil sie angeblich das Weltbild
der Pythagoreer erschiitterte, wonach alles auf
der Welt durch ganzzahlige Verhéltnisse aus-
driickbar sei. Und als dann Hippasos spéter im
Meer ertrank, soll Pythagoras das als gottliche
Strafe fiir diesen Verrat angesehen haben.

Moderne Wissenschaftshistoriker gehen aller-
dings davon aus, dass das so nicht passiert sein
kann. Es ist einfach nicht plausibel, dass ein For-
scher wie Pythagoras sich gegeniiber einer sen-
sationellen wissenschaftlichen Entdeckung von
diesem Kaliber verschlossen hétte. In der Fol-
ge hatte sich die griechische Mathematik auch
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Abbildung 1: Griechische Entdeckung

grundlegend verdndert, was dafiir spricht, dass
die Entdeckung schnell absorbiert worden war.
Vielleicht ist diese Uberlieferung dadurch ent-
standen, dass das griechische Wort, welches fiir
sirrational“ (im mathematischen Sinne) verwen-
det worden war, zudem die Bedeutungen ,un-
sagbar“ und ,,geheim“ hatte.



